Unité2

Poiché una funzione fa
corrispondere a ogni
elemento di A uno e un solo
elemento di B, viene detta
anche corrispondenza
univoca. Un altro sinonimo
di funzione ¢ applicazione.

Funzioni

1. Introduzione alle funzioni T

Che cos’e una funzione?
In questa Unita riprendiamo e approfondiamo un tema fondamentale gia intro-
dotto nel primo biennio e che c¢i accompagnera in tutto il nostro corso: quello
delle funzioni. Per poter definire il concetto di funzione dobbiamo anzitutto de-
finire quello di relazione.

«1” RELAZIONE
Una relazione € una legge che permette di associare ad alcuni (o a tutti) gli ele-
menti di un insieme di partenza A uno o piu elementi di un insieme di arrivo B.

ESEMPI

a. Nella fig. 2.1 abbiamo rappresentato tramite un diagramma a frecce la rela-
zione che associa a ogni citta dell’insieme A la regione dell’insieme B cui ta-
le citta appartiene.

b. Nella fig. 2.2 abbiamo rappresentato tramite un diagramma a frecce la rela-
zione che associa a ogni regione dell’insieme A le citta dell'insieme B che
appartengono a tale regione.

e Lombardia

e Piemonte

eEmilia Romagna

e lazio

eSicilia

Figura 2.1 Figura 2.2

La relazione rappresentata in fig. 2.1 ha una particolare caratteristica, che non
possiede la relazione in fig. 2.2: da ogni elemento di A parte una e una sola frec-
cia verso qualche elemento di B. Cio significa che ogni elemento di A ¢ in relazio-
ne con un unico elemento di B. Le relazioni che hanno questa proprieta si dico-
no funzioni.

< FUNZIONE
Siano A e B due insiemi non vuoti; si dice funzione da A a B una relazione che
associa a ogni elemento di A uno e un solo elemento di B.

L'insieme di partenza A si chiama dominio della funzione, I'insieme di arrivo B
si chiama codominio.
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Esempio Controesempio

In un insieme di persone, la relazione In un insieme di persone, la relazione
che associa a ciascuna di esse la sua eta che associa a ciascuna di esse i suoi figli,
definisce una funzione. in generale, non definisce una funzione.

Infatti qualcuno potrebbe non avere figli
Infatti a ogni persona resta associata un’unica eta. o averne piu di uno.

Nuova Matematica a colori - Petrini © 2012 De Agostini Scuola SpA - Novara



Le funzioni vengono indicate con lettere dell’alfabeto, generalmente minuscole,
come f, g, ... Per indicare che f € una funzione di dominio A e di codominio B si
scrive:

f:A—B che si legge: «f € una funzione da A a B»

Quando ¢ data una funzione f, 'immagine di un elemento x appartenente al do-
minio della funzione, cioe 1’elemento nel codominio che tramite f corrisponde a
x, viene indicata con il simbolo:
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f(x) che si legge «f di x»

Altre notazioni

Se I'elemento y ¢ 'immagine di x tramite una certa funzione f, si puo anche dire, |y insieme immagine
simmetricamente, che x ¢ la controimmagine di y. di una funzione f viene
In particolare, I'insieme costituito dalle immagini di tutti gli elementi del domi- | talvoltaindicato

. N R . . . s . con il simbolo Im (f).
nio A e chiamato (insieme) immagine della funzione, e lo si indica con f(A).

Funzioni reali di variabile reale e loro classificazione

Fra i vari tipi di funzioni, giocano un ruolo di primo piano le funzioni che hanno
come dominio e codominio sottoinsiemi dell’insieme R dei numeri reali: queste
funzioni sono chiamate funzioni reali di variabile reale e saranno l'oggetto
principale del nostro corso.

La legge che definisce una funzione f, reale di variabile reale, viene solitamente
assegnata mediante un’equazione del tipo:

y=rx

dove f(x) & un’espressione nella variabile x, detta espressione analitica della
funzione, oppure mediante una scrittura del tipo:

dove al posto dei puntini vi € appunto 'espressione analitica della funzione.

ESEMPI

a. La funzione f, da R a R}, che associa a ogni numero reale il suo quadrato,
puo venire assegnata, in modo equivalente, in una delle seguenti due for-
me:

42 )
y =x“ oppure f(x)=x

b. La funzione f, da R a R, che associa a ogni numero reale il numero stesso,
detta funzione identita, puo venire assegnata, in modo equivalente, in una
delle seguenti due forme:

y=x oppure [(x)=x

Se la funzione € assegnata tramite 1’equazione:

y=f(

si dice che x ¢ la variabile indipendente, perché a essa puo venire assegnato un
valore arbitrariamente scelto nel dominio, mentre y ¢ la variabile dipendente,
perché il valore assunto da y dipende da quello assegnato alla x.

ESEMPIO Valori assunti da una funzione

Data la funzione f definita da y = 3x2 — 2x, determiniamo i valori assunti da y
quando:

a.x=4 b.x=-2

e 3
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Non é detto che I'espressione
analitica di una funzione
numerica possa sempre
venire espressa tramite una
sola espressione algebrica.
Per esempio, una funzione
potrebbe essere definita da:

roo = {3

sex>0

x> sex<0

Non é nemmeno detto che la
legge che definisce una
funzione numerica possa
sempre venire espressa
tramite una «formula». Per
esempio, la funzione

f : N — N che associa a ogni
x € N il numero dei numeri
primi minori di x € ben
definita, ma non esiste
«formula» in grado di
esprimere la legge che la
definisce.

a. Il valore assunto da y quando x = 4 si puo determinare sostituendo 4 al po-
sto di x nell’equazione che definisce f:

y=3.-42-2.4=3.16-8 =140

b. Analogamente, il valore assunto da y quando x = —2 e:
y=3-(-2)>-2-(-2)=3-444=16

Si puo anche scrivere: f(4) = 40 e f(—2) = 16.

In base all’espressione analitica di una funzione, si puo effettuare una prima sem-
plice classificazione delle funzioni reali di variabile reale.

Se nell’espressione analitica della funzione la variabile indipendente (tipicamen-
te x) € soggetta soltanto a un numero finito di operazioni di addizione, sottrazio-
ne, moltiplicazione, divisione, elevamento a potenza a esponente razionale o
estrazione di radice si dice che la funzione ¢ algebrica, altrimenti si dice che ¢
trascendente.

Esempio Controesempio

Sono funzioni algebriche: Non sono funzioni algebriche:

a. y=x* a. y=3+

b. y=vx2+1 b. y=x 6
_ 1 C —lx’(
TR A

Nell’insieme delle funzioni algebriche si distinguono: le funzioni intere (o poli-
nomiali), nelle quali la variabile indipendente non compare in alcun denomi-
natore, da quelle frazionarie (o fratte); le funzioni razionali, nelle quali la va-
riabile indipendente non compare sotto alcun segno di radice, da quelle irra-

zionali.

r 1

algebriche trascendenti
]
| |
intere frazionarie
razionali irrazionali razionali irrazionali

ESEMPI Classificazione di una funzione algebrica

a. La funzione y = x* — x? ¢ intera razionale.

. 1 . . .
b. La funzione y = prampvi frazionaria razionale.

c. La funzione y = vx? + 3x ¢ intera irrazionale.

d. La funzione y = ¢ frazionaria irrazionale.

1
vx+1

Il dominio di una funzione reale di variabile reale

Una funzione reale di variabile reale, chiamiamola [, viene di solito assegnata
tramite la sua espressione analitica, senza specificarne il dominio e il codominio
(come abbiamo fatto negli esempi precedenti, dopo i primi).
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detto anche insieme di
Quando x appartiene (non appartiene) al dominio della funzione diremo anche | definizione o, se stabilito
come indicato qui a lato,
campo di esistenza.

In tal caso si assume per convenzione: c
e come dominio, I'insieme costituito da tutti i numeri reali x per cui esiste il corri- =
spondente valore f(x) (tale insieme viene anche detto dominio naturale della ||} 4ominio di una funzione N
funzione); di variabile reale, definita -!1

e come codominio, I'insieme R. dalla formula y = f(x), e g
§.

che f ¢ definita (non definita ) in x.

Per determinare il dominio di una funzione algebrica occorre imporre che:

e gli eventuali denominatori che compaiono nella sua espressione analitica siano
diversi da zero;

e i radicandi degli eventuali radicali di indice pari che compaiono nella sua
espressione analitica siano maggiori o uguali a zero.

ESEMPI Dominio di una funzione algebrica

Determiniamo il dominio delle seguenti funzioni:

a.y=x*—x? b.y:ﬁ cy=vx*+3x
1 Vx—2
d.y—ﬁ e.y—\/)_(+V5—X f.y—m

. La funzione ¢ definita per ogni valore reale di x, quindi il dominio e R.
b. La funzione ¢ definita purché il denominatore sia diverso da zero:

x40 =2 XX -1)#£0=>x#A0 A x#+1

11 dominio della funzione é I'insieme R — {0, + 1}.

jY

c. La funzione ¢ definita purché il radicando del radicale sia maggiore o ugua-
le a zero:

¥ +3x>0=x<-3vx>0
11 dominio della funzione é I'insieme (—oo, — 3] U [0, + c0).

d. Poiché un radicale di indice dispari ¢ sempre definito, 1'unica condizione
da porre e che il denominatore sia diverso da zero:

VX+1#£0=x+1#40=x#-1
Il dominio della funzione ¢ I'insieme R — {—1}.

e. La funzione ¢ definita purché i radicandi di entrambi i radicali siano mag-
giori o uguali a zero:

x>0
- <x<
{S_Xzoio_x_s

I1 dominio della funzione ¢ l'intervallo [0, 5].

f. La funzione e definita purché il radicando sia maggiore o uguale a zero e il
denominatore sia diverso da zero:

x—2>0
X +x+1+£0

Osserviamo che la seconda condizione e sempre verificata (perché il discri-
minante del trinomio x> + x + 1 & negativo, quindi il trinomio non si an-
nulla mai). Pertanto il sistema € verificato per x > 2. Il dominio della fun-
zione € dunque l'intervallo [2, + co).

Quando una funzione esprime una grandezza in funzione di un’altra, puo essere
necessario «restringere» il suo dominio naturale, in base a particolari condizioni
fisiche o geometriche, legate al contesto da cui scaturisce la funzione.
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ESEMPIO Dominio diunafunzione proveniente da un problema geometrico

Un rettangolo non degenere € inscritto in una circonferenza di raggio 1. Esprimia-
mo l‘area del rettangolo in funzione della misura 2x della base del rettangolo e
determiniamo il dominio della funzione cosi scaturita, in relazione al problema
geometrico.

2x
Figura 2.3

¢ Espressione analitica della funzione che esprime l’area in funzione di x
Facciamo riferimento alla fig. 2.3 che rappresenta il problema. Applicando il
teorema di Pitagora al triangolo rettangolo OHC, dove H é il punto medio di
BC, si puo ricavare:

CH =+v1—x2

Ne segue che BC = 2CH = 2V'1 — x2.
Percio, detta A(x) l’area del rettangolo, si ha:

A(x) =AB-BC = (2x)(2V1 — x2) = 4xV1 — x2

e Dominio della funzione

Determinare il dominio della funzione A(x) scaturita, in relazione al problema
geometrico, significa determinare quali valori puo assumere la variabile x, re-
lativamente al problema. Osserviamo intanto che x potra variare tra 0 e 1 per-
ché la misura 2x della base AB puo variare tra O e 2. Il valore x = 0 corrisponde
al caso limite in cui A = B e C = D (fig. 2.4), mentre il valore x = 1 corrispon-
de al caso limite in cui A = D e B = C (fig. 2.5).

C=D
0 A=D S B=C
A=B B

Figura 2.4 x=0 Figura 2.5 x=1

Escludendo i due casi limite, x = 0 e x = 1, poiché in questi casi il rettangolo
ABCD degenera in un segmento (come mostrato nelle figg. 2.4 e 2.5), concludia-
mo che il dominio della funzione, in relazione al problema, ¢ I'intervallo (0, 1).
Osserva che il dominio naturale della funzione, indipendentemente dal pro-
blema geometrico, sarebbe invece l'intervallo [-1, 1].

Il grafico di una funzione
Data una funzione f : A — B, si chiama grafico della funzione I'insieme:

{(x f(x)) | x € A}

Se f ¢ una funzione reale di variabile reale, si usa «tracciare il grafico» della fun-
zione, cioe rappresentare nel piano cartesiano l'insieme dei punti di coordinate

(x, y) talichey = f(x).
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Cio che contraddistingue, nel piano cartesiano, il grafico di una funzione ¢ il fatto c
che nessuna retta verticale (parallela all’asse y) puo intersecarlo in due punti di- &
stinti (cio infatti violerebbe la definizione di funzione, perché significherebbe N
che allo stesso valore di x sono associati due valori di y). -!-.
S
ESEMPI Riconoscere il grafico di una funzione g-
Riconosciamo se le seguenti curve rappresentano il grafico di una funzione: =
a A b " A
y ; y
/
/
/ N
/ N d
O - &
\ (@)
/ / N
/ N
N

[

[

|

a. La curva tracciata in fig. a rappresenta il grafico di una funzione perché, co-
munque si tracci una retta verticale, essa interseca il grafico della funzione
in un unico punto.

b. Poiché ciascuna delle rette tratteggiate in fig. b interseca la curva in due
punti distinti, non si tratta del grafico di una funzione.

Almeno nei casi pit semplici, il grafico di una funzione di cui sia data I'equazio-
ne puo essere tracciato per punti.

ESEMPIO Tracciare il grafico di una funzione per punti

. . . . 1
Tracciamo per punti il grafico della funzione y = —7x2.
1° passo: costruiamo una tabella 2° passo: rappresentiamo i punti 3° passo: congiungiamo
di valori per xe y corrispondenti sul piano cartesiano i punti con una linea continua
X y ]A ]A
—4 —l(—4)2 =-8
1 2 9 . X VAR N X
-3 —— (=3 ==
2 (=3) 2
/ \
-2 —l(fz)2 =2 d 4 L\ ;
2 / \y=-=2x
1, 1 / 2
—1 —— (-1 =——
2 =1 2
1 : :
2_ : :
0 5 (0)°=0
1.2 1
1 —— (1P ===
2 M) 2
2 —l(2)2 =-2
> =
1 .2 9
3 —=(3)P=-=
2 () 2
4 —l(4)2 —-8
> =

71
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L'uguaglianza di due funzioni

Due funzioni si dicono uguali se hanno lo stesso grafico. Pertanto possiamo dare
la seguente definizione piu particolareggiata.

-~ FUNZIONI UGUALI

Due funzioni f e § sono uguali se hanno lo stesso dominio A e inoltre risulta:

f(x) =g(x) perognix € A

Esempio
Le due funzioni definite da:
fx)=x*—1eg(x) =

sono uguali.

e per ogni x € Rrisulta:

x* =1
X2 41

Infatti hanno lo stesso dominio, R,

Controesempio

Le due funzioni
x2—1

fx)=x+1eg(x) = P

non sono uguali.

Infatti non hanno lo stesso dominio:
la funzione f e definita in R mentre
la funzione g & definitain R — {1}.

4 _ 2 _ 2
g(x) = x2 1 _ D Si puo tuttavia verificare che per ogni x # 1
X+ =) risulta f(x) = g(x), quindi il grafico
=x*—1="f(x) delle due funzioni differisce solo
per un punto (fig. 2.6).
A A
Y y
o) - o) -
fx)=x-+1 2
0‘ 0‘ X—

Figura 2.6 Il grafico della funzione g differisce da quello della funzione f per il fatto che non vi
appartiene il punto di coordinate (1, 2).

AN
Prova tu

1. Stabilisci se le seguenti relazioni definiscono delle
funzioni:

a. la relazione che associa a ogni regione d’Italia i
suoi capoluoghi di provincia (considera come do-
minio e codominio, rispettivamente, l'insieme
delle regioni e dei capoluoghi di provincia d’Ita-
lia);

b. larelazione che associa a ogni persona il suo anno
di nascita (considera come dominio un insieme
di persone e come codominio N);

2. Data la funzione f(x) = x* — x?, determina:

a. f(v2) b. f(=2) c. f(2x) +f(x)

ESERCIZI a p. 88

3. Classifica le seguenti funzioni e individua il loro do-
minio:

_ X — 37 _ 45
a y=—— cy=x"—x
3x? — ., s
b. y:2—1 d.y: SX—X +\/}
X% —

4. Traccia per punti il grafico delle seguenti funzioni,
dopo aver individuato il dominio di ciascuna:

a y=x+1 b.y:—%x2 C.y=vx+1
5. Stabilisci se le seguenti funzioni f e g sono uguali:
xt-16 o
f(x)—ﬁ, gx)=x"+4
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2. Prime proprieta delle funzioni reali
di variabile reale mmmm—s———

Come abbiamo anticipato, lo studio delle funzioni reali di variabile reale sara il
«filo rosso» che, a volte esplicitamente, a volte implicitamente, leghera tutti gli
argomenti che affronteremo. Abbiamo gia visto, nel paragrafo precedente, come
determinare il dominio di una funzione reale di variabile reale. Man mano che
approfondiremo le nostre conoscenze acquisiremo strumenti matematici sempre
pit «sofisticati» che, al termine del percorso, ci metteranno in grado di determi-
nare tutte le piu importanti caratteristiche di una funzione reale di variabile rea-
le. In questo paragrafo vogliamo cominciare a riflettere su alcune di queste carat-
teristiche.

Il segno di una funzione

Dopo aver determinato il dominio di una funzione y = f(x), la «seconda fase» di
uno studio elementare della funzione consiste nello studio del segno della fun-
zione. Si tratta cioé di stabilire per quali valori di x del dominio risulta

fx)<0, fx)=0 o f(x)>0

Il graficodiy = f(x):

e ¢ «al di sopra» dell’asse x in corrispondenza dei valori di x per cui f(x) > 0; per
questi valori di x la funzione si dice positiva;

e incontra l’asse x in corrispondenza dei valori di x per cui f(x) = 0; questi valori
di x si dicono zeri della funzione e si dice che la funzione si annulla in corri-
spondenza di essi;

e ¢ «al di sotto» dell’asse x in corrispondenza dei valori di x per cui f(x) < O; per
questi valori di x la funzione si dice negativa.

ESEMPIO Deduzione del segno e degli zeri dal grafico

Consideriamo la funzione y = f(x), il cui grafico é tracciato in figura, e stabiliamo
dove essa € positiva, dove € negativa e quali sono i suoi zeri.

Possiamo osservare che:

e perx < —4 e per 1 < x < 3 il grafico della funzione ¢ al di sotto dell’asse x,
quindi la funzione e negativa;

e perx = —4, per x = 1 e per x = 3 la funzione si annulla, quindi la funzione
ha tre zeri: —4, 1 e 3;

e per —4 < x < 1 e per x > 3 il grafico della funzione ¢ al di sopra dell’asse x,
quindi la funzione é positiva.

Dal punto di vista algebrico:

e per stabilire quando la funzione y = f(x) € positiva bisogna risolvere la disequa-
zione f(x) > 0;

e per determinare gli zeri della funzione occorre risolvere I’equazione f(x) = 0;

e per stabilire quando la funzione € negativa bisogna risolvere la disequazione
f(x) <O.

ESEMPIO Studio del segno di una funzione polinomiale

Determiniamo il dominio e il segno della funzione y = x3(x?> — 4) e rappresentia-
mo graficamente le regioni del piano cartesiano alle quali appartiene il suo grafico.

e Dominio
Si tratta di una funzione polinomiale, quindi e definita in R.

e Studio del segno
y>0=xx-4)>0=-2<x<0vx>2 Risolvendo la disequazione

e 3
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y=0=x3x*-4)=0=x=-2Vx=0Vx=2 Risolvendo I'equazione.
La funzione ha tre zeri:
-2,0,2

y<0=xx*-4)<0=x<-2v0<x<2 Basta determinare il
complementare rispetto al
dominio dell’insieme dei
valori di x per cuiy > 0

e Rappresentazione delle regioni del piano cui appartiene il grafico
Dalle informazioni acquisite deduciamo che il grafico della funzione appar-
tiene alla regione di piano cartesiano colorata in fig. 2.7. Nel grafico, abbia-
mo indicato con un punto pieno gli zeri.
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Figura 2.7 Perx < —2 e per 0 < x < 2, la funzione & negativa, -2 ﬂ 2l x
quindi il suo grafico e al di sotto dell’asse x: abbiamo percio ///
evidenziato in azzurro la corrispondente parte al di sotto del- 7 7
I'asse x ed «escluso» con un tratteggio la parte al di sopra del- Z
Iasse x. Analogamente negli intervalli —2 < x < 0 e x > 2 do- ! %
ve la funzione e positiva. ; oo
ESEMPIO Studio del segno di una funzione irrazionale
Determiniamo il dominio e il segno della funzione y = v/x2 — 1 — 2 e rappresen-

tiamo graficamente le regioni del piano cartesiano alle quali appartiene il suo gra-

fico

Invelzce di ri§olvere e Dominio
la disequazione, . . . 5 N
per determinare i valori di x La funzione ¢ definita per x* — 1 > 0, cioe perx < —1 vV x > 1.
er cui y < O si poteva .
getermi};am P o Studio del segno
il complementare rispetto y>0=V2-1-2>0=x-1>4=x<-/5vx>5
al dominio (non a tutto R
come nell’esempio y=0=Vx2-1-2=0=x*-1=4=x=+/5 Ci sono 2 zeri
precedente) dell’insieme 2_1>0
dei valori di x per cuiy > 0. y<0=Vx2-1-2<0= {§2_1§4 = -V/5<x<-1v1i<x<+5
e Rappresentazione delle regioni del piano cui appartiene il grafico
In base alle informazioni che abbiamo dedotto, il grafico della funzione ap-
partiene alla regione di piano cartesiano colorata in fig. 2.8.
N
7/
7
5 e
ol | X
Figura 2.8 Abbiamo escluso |a striscia di piano i cui punti so-
no tali che —1 < x < 1 perché la funzione non & ivi definita; le =~ |
restanti parti sono state «escluse», e risultano percio indicate ////
i . con un tratteggio, in base alle considerazioni dedotte dallo stu- ol
: : dio del segno. /E ' HE
\ | Funzioni pari e funzioni dispari
\\ I’ Un’altra caratteristica di una funzione che possiamo fin d’ora riconoscere ¢ 1’e-
o] ventuale simmetria del suo grafico.
1N X~ Osserviamo per esempio il grafico della funzione y = f(x) in fig. 2.9. Esso ha la
caratteristica di essere simmetrico rispetto all’asse y. Cio significa che, per ogni
suo punto P(x, y), anche il punto P'(—x, y), suo simmetrico rispetto all’asse y, vi
Figura 2.9 appartiene. Alle funzioni che hanno questa proprieta si da un nome particolare.
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-7 FUNZIONI PARI
Una funzione definita da y = f(x) si dice pari se per ogni x appartenente al do-
minio della funzione anche —x vi appartiene e risulta:

F-0) =)

In tal caso, il grafico della funzione risulta simmetrico rispetto all’asse y.

In modo analogo, possiamo considerare le funzioni i cui grafici sono simmetrici
rispetto all’origine: per esempio, il grafico in fig. 2.10.

In questo caso, per ogni punto P(x, y) appartenente al grafico della funzione, an-
che il punto P'(—x, —y), suo simmetrico rispetto all’origine, appartiene al grafico.

Cc
S
-
1)
N
1
—
c
=
N,
=}
=

1% FUNZIONI DISPARI P4--

Una funzione definita da y = f(x) si dice dispari se per ogni x appartenente al
dominio della funzione anche —x vi appartiene e risulta:

Figura 2.10

In tal caso, il grafico della funzione risulta simmetrico rispetto all’origine.

ESEMPI Riconoscere, dal grafico, se una funzione & pari o dispari

Stabiliamo se le funzioni che hanno i seqguenti grafici sono pari, dispari o né una né l'altra cosa.

A A !
Y H Y !

Y

O\j X

a b C

a. Il grafico in fig. a € simmetrico rispetto all’asse y, quindi é il grafico di una funzione pari.

b. Il grafico in fig. b € simmetrico rispetto all’origine, quindi ¢ il grafico di una funzione dispari.
c. Il grafico in fig. c non é simmetrico né rispetto all’asse y, né rispetto all’origine, quindi € il grafico di

una funzione che non € né pari né dispari.

ESEMPI Stabilire se una funzione di assegnata equazione ¢ pari o dispari
Stabiliamo se le funzioni definite dalle seguenti equazioni sono pari o dispari.

dy=x>-1

a.y=|x| b.y =vx cy=

a. Sostituiamo —x al posto di x in f(x) = |x|. Abbiamo:

f(=) =] =x[ =[x =f(x)

Ricorda che due numeri opposti hanno lo stesso
valore assoluto

Concludiamo che la funzione assegnata e pari.

b. La funzione y = \/x € definita soltanto per x > 0. Per ogni x > 0 si ha che
f(x) esiste mentre f(—x) non esiste: percio la funzione data non € né pari
né dispari.
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c. Sostituiamo —x al posto di x in f(x) = 2l Abbiamo:
o (—x)? o +3 -
0=y et W

Concludiamo che la funzione assegnata e dispari.
d. Sostituiamo —x al posto di x in f(x) = x> — 1. Abbiamo:
flex) = —x° 1

E chiaro che risulta f(—x) # f(x); essendo anche f(—x) # —f(x) (poiché
—f(x) = —x5 + 1), la funzione data non & né pari né dispari.

Funzioni crescenti e funzioni decrescenti
Terminiamo questo paragrafo introducendo un’altra importante caratteristica
che puo presentare il grafico di una funzione. Osserva il grafico della funzione in
fig. 2.11.

‘e
L
N
(=
=
(=
v
=
L2
N
<
=]
o
<]
=
©
‘e
L
N
(]
=]
(=2
w
1
<
©
S
(0}
o

Y

X

Figura 2.11

Se immaginiamo che un punto mobile «percorra» il grafico a partire dal punto A
fino ad arrivare al punto E, nel verso indicato dalle frecce, ci accorgiamo che:

e da A a Bil punto si muove nel verso delle ordinate positive, cio¢ «sale»;

da B a C il punto si muove nel verso delle ordinate negative, cioé «scende»;

da C a D il punto torna a «salire»;

e da D ad E il punto percorre un tratto «costante» (né in salita né in discesa).

Per descrivere questi tre possibili comportamenti del grafico di una funzione, in-
troduciamo alcune definizioni, illustrate in fig. 2.12 e formalizzate a pagina se-
guente.

A
y
fx) H(x,)
. b - : =
X a X, x, |O \ X a X4 o] x b x
: : | ' 1=[a, b
~[o8] 1=[a, 5] [.]
a. Per ogni xy < x; risulta f(x;) < f(xy): b. Per ogni x; < x; risulta f(x;) > f(x2): c. Perogni x1, x; risulta f(x;) = f(x2):
la funzione e strettamente crescente la funzione & strettamente decrescente la funzione & costante in [a, b].
n [G, b] in [G, b]
Figura 2.12

Per esempio, la funzione il cui grafico e tracciato in fig. 2.11 é:
o strettamente crescente nell’intervallo [—7, —4] e nell'intervallo [2, 5];
o strettamente decrescente nell’intervallo [—4, 2];
e costante nell'intervallo [5, 10].
76
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<% FUNZIONI STRETTAMENTE CRESCENTI, DECRESCENTI E COSTANTI
Sia I un sottoinsieme del dominio della funzione y = f(x).

L’insieme I puo coincidere
L . con il dominio della

a. f si dice strettamente crescente in [ se: funzione o essere un suo
sottoinsieme proprio.

X1 < Xz = [(x1) < f(x2) per ogni x1,xp € I

Cc
S
-
1)
N
1
—
c
=
N,
=}
=

b. f si dice strettamente decrescente in [ se:
X1 < X2 = f(x1) > f(x2) perogni xi, x, € [
c. f si dice costante in I se:

f(x1) = f(x2) per ogni x;, xp € I

Nell’intervallo [2, 10] la funzione in fig. 2.11 non € strettamente crescente, per-
ché ¢ costante in [5, 10], pero non decresce. Per descrivere anche questo compor-
tamento si introducono le seguenti definizioni.

<~ FUNZIONI CRESCENTI E DECRESCENTI IN SENSO LATO Modi di dire

Sia I un sottoinsieme del dominio della funzione y = f(x). Alcuni testi chiamano
. . . funzioni crescenti
a. [ si dice crescente in senso lato in I se: (decrescenti) quelle che noi
X1 < X2 = f(x1) < [f(x2) perognix;, x, €1 abbiamo chiamato
strettamente crescenti
b. f si dice decrescente in senso lato in I se: (strettamente decrescenti), e
. non crescenti (non
X1 <Xz = f(x1) 2 f(x2) perognixi, xa € I decrescenti) le funzioni che
noi abbiamo chiamato
decrescenti in senso lato
Possiamo allora dire, per esempio, che la funzione rappresentata in fig. 2.11 € | (crescenti in senso lato).

crescente in senso lato nell’intervallo [2, 10].

ESEMPI Stabilire dal grafico gli intervalli in cui una funzione
e crescente o decrescente

Stabiliamo gli intervalli dove le funzioni, i cui grafici sono tracciati nelle figure se-
guenti, sono crescenti o decrescenti, in senso stretto o in senso lato.

y“ y“
(2,6) (5,6)
/_¥'3>
(_77 0) (_1’ 0) -
U ’ i ]
(_4) _3)
a b

a. La funzione il cui grafico é tracciato in fig. a € strettamente decrescente ne-
gli intervalli [-7, — 4] e [5, 7], costante nell'intervallo [2, 5] e strettamente
crescente nell’intervallo [—4, 2]. Nell’intervallo [2, 7] la funzione é decre-
scente in senso lato.
b.La funzione ¢ strettamente decrescente in ciascuno dei due intervalli
(—0, 0) e (0, + 0o0), ma non ¢ strettamente decrescente in tutto il suo do-
minio, cio¢ in R — {0}.
Infatti puoi osservare per esempio che:
-3<3 ma f(-3)=-2<f3)=2
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Nel prosieguo, quando parleremo semplicemente di funzione «crescente» o «de-
crescente», senza specificare se in senso stretto o in senso lato, converremo di ri-
ferirci a funzioni crescenti o decrescenti in senso stretto.

< FUNZIONE MONOTONA
Una funzione crescente o decrescente (in senso stretto o lato) in un insieme I
viene detta monotona in I.

ﬁ ESERCIZI a p. 98

1. Determina il dominio e il segno delle seguenti funzioni e rappresenta le regioni del piano cartesiano alle quali ap-
partiene il grafico di ciascuna. Stabilisci inoltre se ciascuna funzione ¢ pari o dispari.

2 _
a.y=1-vx by=x*-4x cy=vV¥2+2x-3 d.;v:xx1 ey=x-1 fy=,/x2—x
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2. In riferimento alla funzione il cui grafico ¢ rappresentato nella figura qui sotto, stabilisci se le seguenti affermazio-
ni sono vere o false.
a. la funzione e strettamente crescente

57 in [-5, 3]
(2,6) b. la funzione ¢ pari
c. la funzione ¢ strettamente decrescente
(5’3) in [21 7] N E]
(7,3) d. la funzione e costante in [5, 7]
(=2,0) _ e. la funzione € decrescente in senso lato
[6) X in[2,7]

f. la funzione ¢ dispari

. la funzione ha un solo zero

. la funzione ¢ strettamente crescente
in [-5, 2]

<<=
(=] (=] [

(=5,-3)

= 09

<]
=]

3. Funzioni iniettive, suriettive, biiettive mms

Abbiamo visto, nelle pagine precedenti, una classificazione delle funzioni reali di
variabile reale (algebrica razionale, irrazionale, intera o frazionaria oppure tra-
scendente), in base alle caratteristiche dell’espressione f(x) che compare nell’e-
quazione y = f(x) che definisce la funzione. Un'altra classificazione delle funzio-
ni si basa invece sul comportamento della funzione rispetto all’insieme di arrivo,
cioeé al codominio.

In questo paragrafo vediamo come si possono classificare le funzioni secondo
quest’altro punto di vista.

Funzioni iniettive

Introduciamo anzitutto la seguente definizione.

<17 FUNZIONE INIETTIVA
Possiamo scrivere che f¢ Una funzione [ : A — B si dice iniettiva se ogni elemento di B ha al massimo

iniettiva quando si verifica una controimmagine in A.
che Vxq1, x; € A:

X1 # Xo = [(x1) # f(x2).

In modo equivalente, si puo dire che una funzione ¢ iniettiva se manda elemen-
ti distinti in elementi distinti.
Data una funzione reale di variabile reale (per cui, salvo diversa indicazione, si as-
sume come codominio R), essa sara iniettiva se e solo se ogni elemento di R ha al
massimo una controimmagine: cio equivale a dire che ogni retta orizzontale deve
intersecare il grafico della funzione al massimo in un punto.
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ESEMPI Stabilire se una funzione di cui e dato il grafico e iniettiva c
Stabiliamo se le funzioni aventi i seguenti grafici sono iniettive. g
N
yﬂ . ' A ' 1
; . Y : o
\ | S
/ N,
o
3.
\ /
\ /= (x)
= £\ ,l \\ // y -
B> [e) <
o) X
a b

a. La funzione in fig. a € iniettiva. Come puoi osservare, infatti, ogni retta
orizzontale interseca il grafico della funzione in al massimo un punto.

b. La funzione in fig. b non ¢ iniettiva. Come puoi osservare, infatti, ogni ret-
ta orizzontale che giace nel primo e nel secondo quadrante interseca il gra-
fico della funzione in due punti.

Data una funzione reale di variabile reale di equazione y = f(x):

e per dimostrare che non ¢ iniettiva basta esibire una coppia di elementi distinti
X1, X2, appartenenti al dominio della funzione, tali che f(x1) = f(x2);

e per provare invece che f ¢ iniettiva occorre mostrare che, per ogni x;, x, appar-
tenenti al dominio, vale I'implicazione: f(x1) = f(x2) = x1 = x2.

ESEMPI Stabilire se una funzione di cui e data I'equazione ¢é iniettiva

Stabiliamo se le seguenti funzioni sono iniettive:

a.y:%x+3 b.y = x> - 2x

a. La funzione ¢ iniettiva. Infatti:
f(x1) =f(x2) =

1 1
=>—x1+3==x+3= ESSEHdOf(X)—%XA3

2 2
1 1 : . R

= —=X1] ==X = Sottraendo dai due membri 3 (1° principio di equivalenza
2 2 delle equazioni)

= X1 = X2 Moltiplicando i due membri per 2 (2° principio di equiva-

lenza delle equazioni)

b. Basta osservare, per esempio, che f(0) = f(2) = 0 per concludere che la fun-
zione non ¢ iniettiva.

Funzioni suriettive
Definiamo ora che cosa si intende per funzione suriettiva.

« 7 FUNZIONE SURIETTIVA
Una funzione f : A — B si dice suriettiva se ogni elemento di B ha almeno una
controimmagine in A.

Possiamo scrivere che fé
In modo equivalente, si puo dire che una funzione ¢ suriettiva se la sua immagi- | suriettiva quando si verifica

ne coincide con il codominio. cheVy € B: 3x € A[f(x) = y.
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Data una funzione reale di variabile reale (per cui, salvo diversa indicazione, si as-
sume come codominio R), essa sara suriettiva se e solo se ogni elemento di R ha
almeno una controimmagine: cio equivale a dire che ogni retta orizzontale deve
intersecare il grafico della funzione in almeno un punto.

ESEMPI Stabilire se una funzione di cui e dato il grafico e suriettiva

Stabiliamo se le funzioni aventi i seguenti grafici sono suriettive.

A { K A .
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a. La funzione in fig. a é suriettiva. Come puoi osservare, infatti, ogni retta
orizzontale interseca il grafico della funzione in almeno un punto.

b. La funzione in fig. b non e suriettiva. Come puoi osservare, infatti, ogni
retta orizzontale che giace nel terzo e nel quarto quadrante non ha alcun
punto in comune con il grafico della funzione. Per rendere la funzione su-
riettiva, occorrerebbe restringere il codominio all’intervallo [0, 4 c0).

Algebricamente, data una funzione reale di variabile reale di equazione y = f(x),
essa € suriettiva se e solo se, per ogni y € R, I’equazione f(x) = y (nell'incognita
x) ha almeno una soluzione reale.

ESEMPI Stabilire se una funzione di cui e data I’equazione & suriettiva

Stabiliamo se le seguenti funzioni sono suriettive:
1

a. y:7x+3 b. y=x*-2x
, . 1 N . ) . .
Suggerimento a. L’equazione y = 5 X + 3 e di primo grado rispetto all’'incognita x e, per ogni
Immagina che x sia y € R, ammette come soluzione x = 2y — 6. Possiamo quindi affermare che
l'incognita e y rappresenti un si tratta di una funzione suriettiva.

parametro.

b. L’equazione y = x> — 2x, equivalente a x> — 2x — y = 0, & di secondo grado
rispetto all'incognita x e ammette soluzioni reali se e solo se A > 0O; la con-
dizione di realta delle soluzioni equivale alla seguente disequazione, che ri-
solviamo:

44+4y>0=y>-1

Vediamo cosi che l'equazione x> — 2x — y = 0 (nell'incognita x) non am-
mette soluzioni per ogni y € R ma solo se y appartiene all'intervallo
[~1, +00). Non si tratta quindi di una funzione suriettiva.

Funzioni biiettive

Si da un nome particolare alle funzioni che sono sia iniettive sia suriettive.

<~ FUNZIONE BIIETTIVA
Una funzione f : A — B che ¢ sia iniettiva sia suriettiva si dice biiettiva (o corri-
spondenza biunivoca o corrispondenza uno a uno).
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In modo equivalente, si puo dire che una funzione f : A — B ¢ biiettiva se ogni =
elemento di B ha una e una sola controimmagine in A. &
Data una funzione reale di variabile reale, essa sara biiettiva se e solo se ogni retta N
orizzontale interseca il grafico della funzione in uno e un solo punto. -!-.
c
=]
. . N,
Esempi Controesempi S
La funzione che ha il grafico riportato in La funzione che ha il grafico riportato in
figura ¢ biiettiva. figura non é biiettiva.
A : A '
y ] 7 H
Rifletti
/ \ | S
/=) \ Iy=g(x Le definizioni di funzione
d _ / / _ iniettiva, suriettiva e biiettiva
@) X | [@) | X si possono interpretare come
| \ illustrato qui di seguito in
/ \ . .
/ relazione alla teoria delle
equazioni. Una funzione
f:A—Be
/ ' a. iniettiva quando, per ogni
! ' b € B, I'equazione f(x) = b
. . . . . . o . ha al massimo una soluzione
Infatti ogni retta orizzontale interseca il Infatti non e iniettiva: ci sono rette in A;
grafico della funzione in uno e un solo orizzontali che intersecano il grafico della b. suriettiva quando, per ogni
punto. funzione in piu di un punto. b € B, 'equazione f(x) = b
ha almeno una soluzione
) 1 o . 32 NI in A;
La funzione y = 5 X + 3 e biiettiva. Lafunzione y = x* — 2x non ¢ biiettiva. c. biiettiva quando, per ogni
) ) ) ) . . . ) . . b € B,'equazione f(x) = b
Abbiamo visto negli esempi precedenti che  Abbiamo visto negli esempi precedenti che ha una e una sola soluzione
e iniettiva e suriettiva. non & né iniettiva né suriettiva. inA.
Funzioni

Una funzione puo essere: iniettiva ma non su-
riettiva, suriettiva ma non iniettiva, né inietti-
va né suriettiva, biiettiva. Riassumendo, la
classificazione delle funzioni in base al com-
portamento rispetto al codominio si puo quin-

di rappresentare mediante il diagramma di né iniettive né suriettive
Venn in ﬁg. 2.1 3. Figura 2.13
AN
Prova tu ERCIZI a p. 102

1. Nelle seguenti figure sono riportati i grafici di alcune funzioni. Stabilisci se si tratta di funzioni iniettive, suriettive
o biiettive.

A A A
H J J 5 y 2
/
\ / /
\ /
\ \x . .
\ o |} [6) @) X
/ \
/ \ /
[
I o
2. Stabilisci se le funzioni seguenti, di cui ¢ data 1’equa- 3. Una funzione strettamente crescente (o strettamente
zione, sono iniettive, suriettive o biiettive: decrescente) nel suo dominio € sempre suriettiva? E

iniettiva?
a. yz—%x—z b.y:%\g/)—‘ cy=2-1 sempre iniettiva
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Alcuni testi pongono il
problema dell’invertibilita di
una funzione in modo
leggermente diverso: si
definisce inversa di una
funzione f : A — B (se esiste)
la funzione f~! : B — A chea
ogni elemento di B associa la
sua controimmagine nella f
(mentre noi abbiamo
definito come funzione
inversa la funzione

f~1:f(A) — A che a ogni
elemento di f(A) associa la
sua controimmagine nella f).
Con questa impostazione
una funzione frisulta
invertibile se e solo se &
biiettiva. La piu recente
letteratura scientifica tende a
seguire I'impostazione che
noi abbiamo proposto.

Attenzione!

In questo contesto il simbolo

f~!indica solo la funzione

inversa di f, non ha

il significato di «f elevato
N

alla —1», cioe di —.

f

4. Funzione inversa mumnuymm

Consideriamo la funzione f, rappresentata nella fig. 2.14, e costruiamo la relazio-
ne g, definita fra 'immagine / = f(A) di f e I'insieme A, che si ottiene invertendo
il verso delle frecce (fig. 2.15).

Figura 2.14

Figura 2.15

La relazione g associa, a ciascun elemento di I, le sue controimmagini tramite f.
La relazione g non ¢ una funzione, perché ci sono elementi di I da cui parte piu di
una freccia. Come deve essere f affinché g sia una funzione?

In base a come abbiamo definito la relazione g, occorre che da ogni elemento
di I esca una e una sola freccia verso A, ovvero ogni elemento di I deve avere
un’unica controimmagine nella f. Cio equivale a dire che la funzione f deve es-
sere iniettiva.

In tal caso, la relazione g definisce una nuova funzione, che si chiama funzione
inversa di f. Queste osservazioni giustificano la seguente definizione.

<

< FUNZIONE INVERTIBILE
Una funzione f si dice invertibile se e solo se ¢ iniettiva: in tal caso, si chiama
funzione inversa di f, e si indica con il simbolo f~!, la funzione che associa a
ciascun elemento dell'immagine di f la sua (unica) controimmagine.

Nota che il dominio di f~! € I'immagine di f e 'immagine di f~! € il dominio di f.
Supponiamo che y = f(x) sia una funzione invertibile, reale di variabile reale.

C’¢ qualche relazione che lega il grafico della funzione f e quello della sua fun-
zione inversa f~1? Proviamo a riflettere: sia P(a, b) un punto appartenente al gra-
fico della funzione f. Cio significa che f(a) = b, vale a dire f~' (b) = a. Dunque se
P(a, b) appartiene al grafico di f, allora P'(b, a) appartiene al grafico di f 1.

A
y .

Figura 2.16 .

Poiché scambiare 1’ascissa con 1’ordinata nelle coordinate di un punto equivale a
effettuare una simmetria rispetto alla bisettrice del primo e del terzo quadrante
(fig. 2.16), deduciamo che:

Il grafico della funzione f~!, inversa della funzione f, € il simmetrico del grafi-
co di f rispetto alla bisettrice del primo e del terzo quadrante.
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Dunque, una volta che é noto il grafico di f, per ottenere il grafico di f~! basta ef-
fettuare una simmetria rispetto alla suddetta bisettrice.

ESEMPIO Tracciare il grafico dell'inversa di una funzione

In fig. 2.17 & tracciato il grafico di una funzione invertibile. Tracciamo il grafico
della funzione inversa.

Osserviamo che il grafico in fig. 2.17 passa per i punti di coordinate (-5, —5),
(1, =2), (3, 1) e (7, 3). 11 grafico della funzione inversa passera per i simmetrici
di questi punti rispetto alla bisettrice del primo e del terzo quadrante. Quindi
dovra passare per i punti di coordinate (-5, —5), (-2, 1), (1, 3) e (3, 7). 1l grafi-
co della funzione inversa sara allora quello in fig. 2.18.

A A e .
J y 3,7
=X
1,3
7,3 (/,9)
@G A= fx) 2,1, 7]
_ G.N
0] / y=fr( ) o / =f
( A}
T (1,2
(=57-3) A5
Figura 2.17 Figura 2.18

Il legame che abbiamo scoperto tra il grafico di una funzione invertibile e quello
della sua inversa suggerisce anche come ricavare 1'equazione che definisce la fun-
zione inversa: basta effettuare una simmetria rispetto alla bisettrice del primo e
del terzo quadrante, cioe scambiare nell’equazione della funzione x con y. In al-
tre parole, se f € definita dall’equazione

y=rx
allora f~! & definita dall’equazione:
x=f(y)

Quest’ultima equazione non ¢ pero espressa nella forma esplicita y = f(x): risol-
vendola rispetto a y, otterremo I'equazione esplicita di f~*.

ESEMPIO Determinare |'espressione analitica dell'inversa di una funzione

La funzione f(x) = ¢/x — 1 & invertibile. Determiniamo I'espressione analitica della
funzione inversa.

e 1°passo Consideriamo l’equazione y = f(x):

y=vx-1
e sostituiamo in essa x al posto di y e y al posto di x:
x=yy-1
e 2° passo Risolviamo 1’equazione ottenuta rispetto a y.
X = \3/)_/ -1 Equazione da risolvere rispetto a y
\3/}_/ —1=x Proprieta simmetrica dell’'uguaglianza
W =x+1 Isolando il radicale al 1° membro
y= (X + 1)3 Elevando i due membiri al cubo si ottiene un’equazione equivalente

Concludiamo che:
F0 = (1)’
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SINTESI
1. Nell’equazione y = f(x), si sostituisce y al posto di x e x al posto di y, ottenendo
cosi I'equazione:

x=f(y)

2. Se possibile, si risolve I'equazione x = f(y) rispetto a y in modo da ottenere
I'equazione esplicita di f~'.

E importante infine osservare che a volte una funzione puo risultare non inverti-
bile nel suo dominio, ma invertibile se la consideriamo definita in un opportuno
sottoinsieme del dominio. Quando si considera una funzione definita su un sot-
toinsieme del suo dominio si parla di restrizione della funzione.

ESEMPIO Restrizione di una funzione

La funzione y = x? non ¢ invertibile perché non ¢ iniettiva (fig. 2.19).
E invece invertibile la sua restrizione all’intervallo x > 0, e la sua inversa ¢
y=+vx (fig. 2.20).
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A : A
7 Jy=x? 7 Jy=x?
\ I I(‘(‘l’l >0
\ /
o \ I 1" I
Vi
\ / / —
—
0 ~ 9 ~
Figura 2.19 Ogni retta orizzontale che gia- Figura 2.20 |l grafico della restrizione di
ce nel primo e nel secondo quadrante in- y = x? all’intervallo x > 0 e della sua funzio-
contra il grafico della funzione in due punti ne inversa.
distinti, quindi la funzione non & iniettiva,
percio nemmeno invertibile.
AN
Prova tu RCIZI a p. 104

1. Giustifica perché la funzione f(x) = x2 + 5x — 6 non & invertibile.
2. Le funzioni seguenti sono invertibili. Dopo aver giustificato perché lo sono, determina l’espressione analitica della
funzione inversa.

a. f(x)=3x-2
b. f(x)z—z"xf’l a.f ](x):%x+%; b.f(x) = 1ij3x

5. L'algebra delle funzioni e le funzioni
composte EENEENENEEREET

L'algebra delle funzioni
Nell'insieme delle funzioni reali di variabile reale possiamo introdurre delle ope-
razioni di addizione, sottrazione, moltiplicazione e divisione, del tutto analoghe
a quelle che conosci per gli elementi degli insiemi numerici. Le definizioni sono
le seguenti.
84
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<17 SOMMA, DIFFERENZA, PRODOTTO E QUOZIENTE DI DUE FUNZIONI
Date due funzioni f e g:

e lafunzione somma f + g ¢ la funzione definita da:
(F+8(x) =f(x) +8x)
e la funzione differenza f — g € la funzione definita da:
(F=8®) =f(x) -8()
e la funzione prodotto f - g ¢ la funzione definita da:
(-8 =f(x)-8(x)
f

¢ la funzione quoziente o ¢ la funzione definita da:
f > fx)
A X) = —2~
(g ™=

Le funzioni f + g, [ — g e [ - § sono definite in corrispondenza dei valori di x per
cui sono definite sia la funzione f sia la funzione g, quindi il loro dominio ¢ l'in-
tersezione del dominio di f e del dominio di g.

f

Il dominio di E ¢ costituito da tutti i valori di x per cui, oltre a essere definite le
funzioni f e g, &€ anche g(x) # 0, quindi € costituito da tutti i valori di x, apparte-

nenti all'intersezione del dominio di f e di quello di g, tali che g(x) # 0.

ESEMPI
Date le funzioni f e g definite da f(x) = v/x e g(x) = Vx — 2, determiniamo Ie-
spressione analitica delle seguenti funzioni e il loro dominio:

b.f—g f

Operazioni tra funzioni

d —

a. f+
I g

cf-g

a. La funzione f + g ¢ definita da:
(F +8)(x) = VE+Vx=2

La funzione f ha come dominio l'intervallo [0, +o00), la funzione g ha come
dominio l'intervallo [2, +oc).

Il dominio di f + g ¢ allora l'intervallo [2, +00), intersezione degli intervalli
che costituiscono il dominio di f e il dominio di g.

b. La funzione f — g ¢ definita da:
(F-8)(x) = V¥—Vx—2
Il dominio di f — ¢ € ancora l'intervallo [2, +c0).
c. La funzione f - g € definita da:
(F-8&) =vx-Vx-2

Il dominio di f - g €, come nei due esempi precedenti, l'intervallo [2, +c0).

d. La funzione g ¢ definita da:
(L) (x) — L
8 VX —2
f

Il dominio di — ¢ l'intervallo (2, 400): esso € 'intersezione degli intervalli

che costituiscono il dominio di f e il dominio di g, privata del valore x = 2
per cui si annulla la funzione g.

La funzione prodotto
(f-8)(x) = VXX —Z non
¢ uguale alla funzione

h(x) = \/x(x — 2).

Infatti, in base alla
definizione di uguaglianza di
funzioni data nel Paragrafo
1, perché due funzioni siano
uguali devono in particolare
avere lo stesso dominio.
Invece il dominio dif - g &
[2, + c0) mentre il dominio
della funzione h &

(=00, OJU [2, + o0).

Per ragioni analoghe la
funzione quoziente

r ) VX

—)(x) = non
<3 ) Vx—2
¢ uguale alla funzione

X
x—2"

z(x) =
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Composizione di funzioni
Nell’insieme delle funzioni e possibile definire anche un nuovo tipo di operazio-

ne, diversa dalle usuali operazioni algebriche: I'operazione di composizione, defi-
nita come segue.

«1 FUNZIONE COMPOSTA
Date due funzioni f e g, si dice funzione composta di f e g, e si indica con il
simbolo g o f (che si legge: «g composto f>»), la funzione definita da:

g of)(x) =8(f(x)

Attenzione! Graficamente: X _> — f(X) — - — g(f(x))

La funzione f, pur essendo

scritta nel simbolo g o f per

seconda, € la prima che viene

applicata. gof

‘e
L
N
(=
=
(=
v
=
L2
N
<
=]
o
<]
=
©
‘e
L
N
<
=]
(=2
w
1
<
©
S
(0}
o

Affinché sia possibile calcolare g(f(x)), f(x) deve appartenere al dominio di g.
Percio il dominio di g o f € costituito da tutti gli elementi appartenenti al domi-
nio di f tali che f(x) appartiene al dominio di g.

ESEMPIO Determinare la funzione composta di due funzioni assegnate

Sono date le funzioni f(x) = x — 1 e g(x) = v/ x + 3. Determiniamo |'espressione
Potevamo determinare il
dominio della funzione
composta g o f anche senza

analiticadi g o f e di f o g, specificando il dominio di tali funzioni.

determinare la sua Determiniamo 'espressione analiticadi g o f:
espressione analitica.
Sappiamo infatti che esso & (gof)lx) = g(fx)) = gx—-1) = \/(X -1)+3=vx+2

costituito dai valori di x
appartenenti al dominio di f Bifiiniztone &l

(ciog, in questo caso, a R) tali funzione composta flx)=x—1 gx) =vx+3
che f(x) = x — 1 appartiene
al dominio di g (ciog, in .
questo caso, all'intervallo I1 dominio della funzione gof ¢ costituito dai valori di x per cui x+2 >0,
[=3, +00)). Pertanto il quindi e l'intervallo [-2, + 00).

dominio dig o f ¢ Iinsieme Ragioniamo analogamente per determinare l’espressione analitica di f o g:

dei valori di x che soddisfano
(fog)X)=fE(x)=f(Vx+3)=vx+3-1

la seguente disequazione:

Xx—1>-3=x>-2

Ritroviamo cosi che il Il dominio della funzione f o g € l'intervallo [—3, +o0) (coincide con il domi-
dominio di g o f € I'intervallo nio della funzione g)
[-2,400). ’
L’esempio precedente mostra che puo essere g o f # f o g: la composizione di fun-
zione non ¢ quindi una operazione commutativa.
Si potrebbe invece provare che la composizione di funzioni € un’operazione asso-
ciativa, cioé che:
(fog)oh=fo(goh)
1& ESERCIZI a p. 106
1. Date le funzioni f(x) = vx — 1 e g(x) = V'S — x, scrivi 2. Considera le due funzioni f(x) = 2x e g(x) = (x + 1),
'espressione analitica delle seguenti funzioni e deter- a. Calcola I'immagine di —1 tramite gof e tramite
mina il dominio di ciascuna di esse: fog.
b. Determina 'espressione analiticadi gof e di
a.f+g cf-g fog.
b d f 3. Date le tre funzioni f(x) = 2x, g(x) = \/|x| e
f=8 = h(x) = X2, verifica che (f o §) o h = f o (g o h).
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MATEMATICA NELLA STORIA

La nascita e lo sviluppo del concetto di funzione

E difficile tracciare un profilo accurato ed esauriente dello sviluppo storico del concetto
di funzione, perché ha avuto un’evoluzione piuttosto lenta e discontinua. Esso infatti ¢
comparso, a volte implicitamente, a volte esplicitamente, in problemi e tipi di rappresen-
tazioni differenti. Ci limitiamo percio a gettare uno sguardo su alcune delle «tappe» piu
importanti.

Leibniz, Bernoulli e Newton

La parola «funzione» compare per la prima volta in un manoscritto di Leibniz (1646-
1716) del 1673, dal titolo Methodus tangentium inversa seu de functionibus, e si trova ripe-
tutamente nella corrispondenza con il matematico svizzero Johann Bernoulli (1667-
1748). Leibniz sviluppo, indipendentemente ma parallelamente rispetto a Newton
(1642-1727), una parte importantissima della matematica che studieremo nel prosegui-
mento di questo corso, il calcolo infinitesimale. Come vedremo, il calcolo infinitesimale
riguarda sostanzialmente lo studio delle proprieta delle funzioni reali di variabile reale.
Nelle loro originali elaborazioni, tuttavia, Leibniz e Newton non si riferirono a funzioni,
ma a «curve», intese come luogo di punti del piano che soddisfano un’equazione del ti-
po P(x,y) = 0, dove P(x, y) € un polinomio nelle variabili x e y.

Eulero

E con il matematico svizzero Eulero (1707-1 783) che il concetto di funzione comincia a
definirsi piu compiutamente. La definizione data da Eulero all’inizio del suo trattato In-
troductio in analysis infinitorum (1748) € la seguente: «un’espressione analitica qualsiasi in
cui siano coinvolte una quantita variabile e un numero qualsiasi di costanti».

11 concetto di funzione che emerge da questa definizione € ancora lontano da quello mo-
derno: essa richiede infatti che una funzione sia descrivibile per mezzo di una singola
espressione analitica. Solo piu tardi Eulero dara, nelle Institutiones calculi differentialis
(1755), una definizione pit ampia e significativamente diversa: «se alcune quantita di-
pendono dalle altre in modo tale da subire delle variazioni quando queste ultime sono
fatte variare, allora si dice che le prime sono funzioni delle seconde». A Eulero ¢ anche
dovuta la notazione f(x) per indicare una funzione di x.

Dirichlet

Per arrivare a una buona definizione del concetto di funzione, occorre aspettare il dician-
novesimo secolo. Il matematico tedesco Dirichlet (1085-1859) introduce una definizio-
ne di funzione simile alla seguente, che delinea ormai in modo chiaro il concetto di cor-
rispondenza univoca: «una variabile y si dice funzione della variabile x in un certo inter-
vallo quando esiste una legge che faccia corrispondere a ogni valore dato alla x uno e un
solo valore di y».

Bourbaki

La moderna definizione di funzione, che usa il linguaggio degli insiemi, € riconducibile a
un gruppo di matematici francesi che pubblicava nel 1939 sotto lo pseudonimo di Nico-
las Bourbaki: «siano E ed F due insiemi, distinti oppure no; una relazione tra una varia-
bile x di E e una variabile y di F € detta funzione se per ogni x € E esiste uno e un solo
y € F che sia nella relazione data con x».
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Leibniz.

Eulero.

Dirichlet.
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Unita E Ese rCiZi {b In pil: esercizi interattivi |

SINTESL |

Formule e proprieta importanti

Classificazioni delle funzioni

Funzioni Funzioni

I 1
algebriche trascendenti
1

| |
intere frazionarie

razionali irrazionali razionali irrazionali né iniettive né suriettive

Funzioni pari e dispari
f € pari < f(x)=f(=x) Vxecdominiodif
feéedispari < f(—x)=—f(x) Vx € dominiodif

Funzioni crescenti e decrescenti in un sottoinsieme I del dominio di una funzione f

f € crescente in senso stretto in [ S x<xp=f(x1)<f(x2) Vxi,x€l

(
f € decrescente in senso strettoinl <  x;3 <Xz = f(x1) > f(x2) Vxi, xp €1
f € crescente in senso lato in I S x1<x2=f(x1)<f(x2) Vxi,x€l
f € decrescente in senso lato in I S x1<x2=f(x1)>f(x2) Vxi,x€l

Funzione composta  (gof)(x) =g(f(x))  (Fo8)(x) =f(8(x))

Funzione inversa y=fx)ex=f1
1l grafico di f~! & il simmetrico del grafico di f rispetto alla bisettrice del primo e del terzo quadrante.

Procedimento per determinare I’equazione dell’inversa di una funzione (invertibile)

e  Scambiare x con y nell’equazione y = f(x) che definisce la funzione.
e  Risolvere I'’equazione ottenuta rispetto a y.

CONOSCENZEE ABILITA |
1. Introduzione alle funzioni NN [ TEORIA 2 p. 66

M Definizione di funzione

@& Vero o falso?

a. ogni relazione e una funzione [F]
b. ogni funzione ¢ una relazione [F]
c. se f € una funzione di dominio A e codominio B, allora ogni elemento di A non pu0 avere piu di
un’immagine in B [F]
d. se f € una funzione di dominio A e codominio B, allora non possono esserci due elementi di A che

hanno la stessa immagine in B [F]
e. se f e una funzione di dominio A e codominio B, allora non possono esserci elementi di A che non

hanno immagini in B [F]

[3 affermazioni vere e 2 false]
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@ Stabilisci se le relazioni rappresentate dai seguenti diagrammi a frecce rappresentano funzioni da A a B, giusti-
ficando la risposta.

Cc
=3
=
0
N
1
—
c
=
N,
o
=

@D Stabilisci quali delle seguenti relazioni definiscono delle funzioni, giustificando la risposta.

a. La relazione che associa a ogni studente della tua scuola i suoi insegnanti.
b. La relazione che associa a ogni cittadino italiano le auto che possiede.

c. Larelazione che associa a ogni studente della tua scuola la propria madre.
d. La relazione che associa a ogni regione d’Italia le sue province.

e. La relazione che associa a ogni cittadino italiano il suo comune di nascita.

La formula f(x) = { ~ +1 sex>1 non definisce una funzione f: R — R. Chiarisci questa affermazione.
5—-x sex<l1 q

x+1 sex>1

_ . . . )
@ Laformula f(x) { 3.y sex<1 definisce una funzione f: R — R?

@ Spiega perché la formula f(x) = 3 X non definisce una funzione f: R — R. La medesima formula definisce

+2
una funzione f: R — {-2} — R?

@D Laformulaf(n) = % definisce una funzione f: N — N?

definisce una funzione f: N — Q? Definisce una funzione f: N — Z? Definisce una

@ laformula f(x) =

funzione f: Z — Q?

X
x+4

B Immagini e controimmagini

@ Facendo riferimento alla funzione rappresentata
nella figura, completa le seguenti affermazioni:

a. Il dominio della funzione ¢ 'insieme

b. Il codominio della funzione é I'insieme ...
c. L'immagine della funzione e l'insieme ..............
d. Le controimmagini di x sono .............

e. L'immaginedice ..

Per ciascuna delle seguenti funzioni, determina il @ fx)=x7T—x7 f(64) {%6}
valore indicato a fianco. . . o
@ Considera la funzione cosi definita:
@ =2 -3x-1  f(-3) 17] 2
—— se x <2
@ f()=x"-x-1 f(-v2) [1] f)=3 x¥*+2
1 1 VX2 +x+1 sex>2
@D fx)=—Fr— f(101) .
Va1 o Determina f(—v2), £(0), f(v2), f(2), f(3).
x+2 3
D =777 f (‘7) =1 F(-V2) =2, (0) =0, f(V2) =,
-V 1
@ =" ) 2v2 - 3] =2, r3) =13
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@D Data la funzione f(x) = 2x%> +3x — 1, scrivi l'e-
spressione analitica di f(2x), 2f (x), f(x + 1) e f(x) + 1.
[8x2 + 6x — 1; 4x% + 6x — 2; 2x% + 7x + 4; 2x% + 3]

x—2
@ Data la funzione f(x) = PERY scrivi I'espressio-

+1
ne analitica di f(x + 2), f(x) + 2, f(2x), 2f (x).
x  3x  2x-2 2x-4
x+3" x+1" 2x+1" x+1

& Data la funzione f(x) = x> — 5, quali sono le con-
troimmagini di 20? [-5e5]

€ Data la funzione f(x)=+vx2+1-x, qual é la
controimmagine di 10? {7 99 }
20

@D Data la funzione f(x) = x> —2x, quali sono le

controimmagini di 6? [1++7]
@ Data la funzione f(x) = v/x + 8 — x, qual ¢ la con-
troimmagine di 6? [—4]

€ Considera la funzione f: N — N definita da
f(x) = x> + x. Qual & la controimmagine di 20? [4]

€2 Determina, per ciascuna delle seguenti funzioni,
le controimmagini di 6.

a. [: Q — Q definita da f(x) = x> — 2x;

b. f: N — N definita da f(x) = 2x> + x + 3.

[a. Non ci sono controimmagini di 6; b. 1]
€D Considera la funzione f: N — N definita da
f(n) = n+ 2. Dopo aver calcolato f(0); f(1); f(2); f(3),
stabilisci qual ¢ I'insieme immagine della funzione.
€D Determina l'insieme immagine di ciascuna delle
seguenti funzioni, dopo aver calcolato f(0); f(1);
f(2); F(3):

a. f: N — N definita da f(n) = 2n;

b. f: N — N definitada f(n) = 2n + 2.
@D Date le due funzioni f(x) = f(;—i e g(x) = 2x, 1i-
solvi la disequazione 2f (x + 1) > 2g(x — 1) — 3.

7
x<—ZV—Z§x§2}

€@ Date le due funzioni f(x)=2x> -1 e g(x)=2x—1,
risolvi la disequazione f(2x — 1) > g(x*> + 1).

4
{ngVXZ?}

M Classificazione e dominio di funzioni reali di variabile reale

Test
@ Quale delle seguenti funzioni non é razionale?
3 3
3,2 _ X=X 2 L _ (1

[Aly =x° —x }/—m [Cly =x%—x3 @Y—(X—Z)

€D Quale delle seguenti funzioni ¢ razionale frazionaria?
1

_ Bly = x3 — x2 — V3 _x2 — 420 _ 42

€& Quale delle seguenti funzioni ¢ irrazionale intera?
o 1 1 3 - X - 1 1 2 N 1

y—?\/;-l—?\/z }/——,XZ—H }/—X—3+?X Dly=x7+x7
&> Quale delle seguenti funzioni non é irrazionale?

=x2-x! =Vx2 -2 =x7—x3 Dly=vx +1

y Y Y Y
€ Quale delle seguenti funzioni ¢ trascendente?
1 1

y:2x2—2x y:,/xz_ZX y:m @y:(xz_zx) 4
€ ESERCIZIO SVOLTO
Determiniamo il dominio delle seguenti funzioni.

; V5 —x+ V24
a.y= VX b. y = vV4x — x2 c.y= XX
x| — 1 X2 +x+1

a. Poiché una radice cubica ¢ sempre definita, 'unica condizione da imporre ¢ che il denominatore sia diverso da

Zero:
X —1#0=|x| #1=x#+1

Pertanto il dominio della funzione ¢ R — {£1}.
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b. Una radice quadrata é definita purché il radicando sia maggiore o uguale a zero. Dobbiamo quindi imporre la
condizione:

4x—x2>0=>x2—4x<0=0<x<4 Risolvendo la disequazione di 2° grado

Pertanto il dominio della funzione ¢ l'intervallo [0, 4].

Cc
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1
—
c
=
N,
o
=

c. Dobbiamo imporre che i radicandi delle radici quadrate siano maggiori o uguali a zero e che il denominatore sia
diverso da zero:

5—-x>0
x2—-4>0
¥ +x+1#0

Osserviamo che la terza condizione, x> + x + 1 # 0, & sempre verificata, poiché il discriminante del trinomio
x% + x + 1 & negativo e il trinomio non si annulla mai. Resta allora da risolvere il sistema:

{5—x20

X2 -4>0

che fornisce come soluzione:
x<-2v2<x<5

Pertanto il dominio della funzione ¢ I'insieme (—oco, —2] U [2, 5].

3 _
Determina il dominio delle seguenti funzioni. Dy= 4sz_—3xl_7 {71 <x<1vx >%
x
D y=-—- [R—{-1, 1}]
X2 =1 : @ y-vx+V3-x [0<x<3]
@ y- VI oy | @y-svrm [1<x<)
1 X
@y-1-— R-{0)] | @®y=p—573 -{1,3)
€@ y=2-Vx+3 [x > 3] Qy:\s/}+\/)_{x_1 [0O<x<1vx>1]
xt -1
@y=m R={=6, 1}] P54) \/ \/X_l x<-3 x<3
. . Y=V 1 TV erz - -
oy:3x2—2x—1 {R_{_g'lH o xt—1 1
D 1 N 1 R - {43, 3} y_\/—2x2+x+1 {7_<X<}
VoS5 T 6xt 9 / . .
Dy=——F+— [R—{0}]
1 X —-x+2 x
— vy _ 4 I
[ 42 B X —X {OS <2} o 1 X<O0Vx> 2]
o 3x—x2 B RV
}/27 <X7
X @D y=V/x-Vi—x [0 <x<4]
1 X 3
D= n {5<X<5} @ y=v3i-2x-x Fose
Vx
=7 R—-{£v2
@y=m Ro(s1,+5) | @V" 12 R~ {£v2}]
1
@ y—VI0x 2+ ViZ 9 B<x<10] | @ y=y7X¥-05 = —1vx=1]
X0 —7x34+6 s 1
== - T <1vx>+6 = -{-
@ K<1va= V6 | @y =g R- {2, +V2)
1—v25—x2 vx—1
@y_ﬁ [[3<x<-2v-2<x<5] | @®V=p 717 [x>1Ax#2]
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3x2 — 1
@D V=55 3312 [R]

3x2 -1 1
D=5 31 {Rf{f'lﬂ
V3x2 -1 1
@y_4x2+4x+1 {Ri{ig}}
X+ VX
__rrvr >
D PN X>0Ax#1+2)
X2 —3x
O y= e [4<x<0Vv3<x<d4]

D y=/x+4+V2+7x+10 [x<-5Vx>-2]

1

D= [R — {0}]
ﬂ)y=%\/_—\/)_( [x>0Ax#09]
@ y=-2x)7 [x<O0Vx>2]
@D y=Vx+1+V2x2 x> —1]
®y=|x|%2 [R — {£2}]
Dy= —x" x<-2vx>2]

[x< -2V x >4

2]

[-1<x<0Vx>1]

@ y=1/(x-1°>-9+1
@y:\/—xz—kx—%
®y=\/ﬁ

®y:%+\/4_x2 [2<x<0VO0<x<2
2_ ./
@V:% [-3<x<-2Vx>-2]
@y:«/)ﬁ—x [-1<x<0V x>1]
x
@ -y ey
1
@V_W [-T<x<1AXx#0]
=./|x2 -14] -2
[x <-4V -2V3<x<2V3Vvx>4]
x
= —-2<x<5
Bry=-r= vz N
X 4+1
37 G R = 1]
x> +1
hEE R o T .

@ y=Vx2-9+/10 - [x|
[10<x< -3V3<x<10]
@ y=022—x-1)FT+x2-2x) 7
Xﬁ*%\/x>2
x4+
@Y——m [x > 0]
y=vx-1-vx*-3 [V3<x<2]
_ VR[] 2
D=1 o<x<3]
Cox—Vx2+1 V3
D=1 o TH
D y=v2-x [0<x<4]
Vx+3—2x [-3<x<1]
@D y=v2-Vx+3 [x < 5]
X 2
Dry=f—a= ® {3
BV |
x<-3V —V7<x<V7V x>3]
®y:x3—3);2+2 [R= {1, 13}
=|x+4|-1 [x<-5Vvx>-3]
@ y=vxi- [x<0 Vx> 9]
1 1
@y_ 3|X|—|2X—1| {Ri{g’l}}
=/2x — |X| [x > 0]

IN

@@ y=1-vx—Vx {x0v1<x - 5

@ Determina per quali valori di k la funzione

k<—2

¢ definita per ogni x € R. 2

j 1
V= Z3x—1

@ Determina per quali valori di k la funzione

L 1 ha come dominio R — {2}. {k L

V=% 2|

@D Determina per quali valori di k la funzione
¥y =V —x? + kx — 3 ¢ definita in corrispondenza di uno
[k = £2/3]

@D Determina per quali valori di k la funzione
y =Vx— 2+ vk?* — x2 non ¢ definita in corrisponden-
za di alcun valore reale di x. [-2 <k < 2]

e un solo valore reale di x.
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B Immagine di una funzione reale di variabile reale

D ESERCIZIO SVOLTO

Determiniamo I'immagine della funzione definita da y = x? + 2x.

e L’'immagine della funzione ¢ l'insieme dei valori di y che hanno almeno una controimmagine in R. Quindi I'im-
magine della funzione ¢ costituita dai valori di y per cui la seguente equazione nell’incognita x ha almeno una
soluzione reale:

X +2x=y

e Questa equazione, equivalente a x> + 2x — y = 0, ha almeno una soluzione reale se e solo se il suo discriminante
€ maggiore o uguale a 0, ossia se e solo se ¢ verificata la disequazione:

44+4y>0 da cui y>-1

e Concludiamo che I'immagine della funzione ¢ l'intervallo [-1, +c0).

Determina I'immagine di ciascuna delle seguenti funzioni.

@@ y=2x-1 [R] @Fﬁ {*%93%}
@@y 4+l V=-31 | @Py=vE¥+1-x >0l
™ y- 2x R—{2}] amy=vx2+1 ly=1]

x—1

P y = x* — 4x% (Suggerimento: affinché I'equazione (nell’incognita x) x* — 4x2 — y = 0 abbia soluzioni reali, I'e-
quazione di secondo grado t?> — 4t — y = 0 (ottenuta ponendo x> = t) deve avere soluzioni reali di cui almeno una

non negativa) [y > 4]
4
ay= XZXT (Vedi il suggerimento dell’esercizio precedente) [y >0]

M |l grafico di una funzione

Nota Nelle figure relative ai seguenti esercizi sono riportati i grafici di diverse funzioni: il tratteggio agli estremi del grafico indica che esso prose-
gue indefinitamente; il punto pieno che il punto appartiene al grafico della funzione e il punto vuoto che non vi appartiene; in tutti i grafici
si intende che I'unita di misura coincide con il lato dei quadratini della quadrettatura.

Stabilisci se le seguenti curve sono grafici di funzioni.

q I D A A A !
J J K J '
/ N\ - / /
/7~ |o / /
O X / 0] / -
\\ D / AN / /
NS ~
q E:) A S A A
J / J AN
|
/ |
v S o \
P
/ A
o) I - — 4
~ X - e [0)
[0) X
\
|
|
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D ESERCIZIO SVOLTO

Individuiamo dominio e immagine della funzione che ha il grafico mostrato qui di seguito.

A

y

\\

Il dominio € l'insieme dei valori assunti dalle ascisse
dei punti che appartengono al grafico della funzione:
geometricamente, per individuare il dominio possiamo
immaginare di proiettare tutti i punti del grafico sul-
I'asse x.

=

Proiettando sull’asse x, otteniamo la semiretta colorata
in rosso, compresa l'origine della semiretta, che ha
coordinate (3, 0). Percio il dominio della funzione e
I'insieme:

D ={xeR|x <3} ovverolintervallo (—oo, 3]

L’'immagine e I'insieme dei valori assunti dalle ordinate
dei punti che appartengono al grafico della funzione.
Geometricamente, per individuare 1'immagine possia-
mo immaginare di proiettare tutti i punti del grafico
sull’asse y.

—T |

Proiettando sull’asse y, otteniamo la semiretta colorata
in blu, compresa 1'origine della semiretta, che ha coor-
dinate (0, —4). Percio I'immagine della funzione é I'in-
sieme:

I={yeR|y>—-4} ovverolintervallo [—4, +c0)

Stabilisci se le seguenti curve sono grafici di funzioni e, in caso affermativo, determina il dominio

el'immagine.

I A A H i H
M- 24 VO
\
\
\ \ |
\ |
- - \ /
0] X O X O X
\ \ /
\
\
‘ -
2 A A A
J Y J
/" \
/
o) X 0 = -
\ [e) X
N A
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\ /
125 A A
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: X (o) X
L
/
/ /
/!
/
2> ESERCIZIO GUIDATO
. . . . . . 1
Traccia approssimativamente il grafico della funzione y = — D + 1.
- X y
Devi anzitutto costruire una tabella, per determinare le coordinate di alcuni punti =4 | e
appartenenti al grafico della funzione. Completa, per esempio, la tabella riportata -2 | ..
qui a destra: nota che abbiamo scelto di attribuire a x valori pari, in modo da ottene- o |
re per y valori non frazionari e quindi punti piu facili da rappresentare.
Rappresenta nel piano cartesiano i punti le cui coordinate hanno i valoridi x e y del- | —— ™
la tabella e congiungili con una linea continua: otterrai come grafico una retta. | | ==

Traccia approssimativamente il grafico di ciascuna delle seguenti funzioni.

®y=2x—2
@ y= —X+1
®y=-—r
6
®y=-—
&= —x—3
& y=x-
&Dy=x
__ 1
(13439% 3
3
@)’_—7
@& y=3x-4
& y-
ED y=—-4x+3

Nuova Matematica a colori -

2
@y:—§x+1

@ y=2vx
D y=x -4

8
@YZY

1 3
D y=-4x

4
D y=3-%
@y=%x3
T y=-2x+3
@@ y=vx+1
S y=-2x>+3
@w—%xz
@ y=Vx
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@ ESERCIZIO SVOLTO

Determiniamo k in modo che il grafico della funzione y = x3 — kx? + k — 1 passi per il punto P(-2, —1).

Dobbiamo imporre che l'equazione che definisce la funzione sia soddisfatta in corrispondenza delle coordinate di
P(—2, —1). Sostituiamo percio —2 al posto di x e —1 al posto di y nell’equazione della funzione e risolviamo l’equa-

zione nell'incognita k che otteniamo:

—1=(-2>-k(-2*+k-1=>-1=-8-4dk+k—-1=-3k=8=k=——

8
3

@ Determina k in modo che il grafico della funzione y = kx> — x+k — 1 passi per il punto di coordinate

(9

2

® Determina b e ¢ in modo che il grafico della funzione y = x> + bx + ¢ passi per l'origine e per il punto di coor-

dinate (-1, 2).

[b=-1,c=0]

@ Determina b e ¢ in modo che il grafico della funzione y = x> + bx + ¢ passi per i punti di coordinate (0, 2) e

4, 0). b:—%,c:z}
B Uguaglianza di funzioni
Stabilisci se le seguenti coppie di funzioni sono uguali.
6
_r - — 3 — 1 —xr1-
@y_x3_1 e Y—X +1 @y_\/m_'_\/)_( e y— X+1 \/)_(
x¥ -1
156 = : e y=x>+x+1 Vx+1 sfx+1
X @y:m e y= x—1
&= - e y=x-1
X +x+l @ y=|-+x-1 e y=x*-x+1
= x+1
Y =%ix+1 °© y=x+1 [x — 1 1 se x>1
® =" VA1 se x<1
x—=2 x—2
- e y—
® == Y=V 3

M |l dominio di funzioni che scaturiscono da problemi

@ Noleggio di biciclette. Un negozio noleggia bici-
clette applicando la seguente tariffa:
a. una quota fissa di 1 euro da versare al momento
del noleggio;
b. una quota variabile in base alla durata del noleg-
gio (2 euro all’ora) da versare al momento della re-
stituzione della bicicletta.

11 negozio affitta le biciclette «a ore», cioé non € possi-

bile, per esempio, noleggiare la bicicletta per un’ora e

mezza o per due ore e un quarto. Esprimi il costo com-

plessivo del noleggio in funzione del numero x di ore.

Qual é il dominio della funzione che resta cosi defini-
ta, in relazione al problema?

[C(x) = 1 + 2x; il dominio della funzione,

dal momento che il negozio affitta le biciclette

«a ore», € 'insieme N dei numeri naturali]

@ Noleggio di auto. Per il noleggio di un’automo-
bile, una compagnia di noleggio applica una taritfa in
base al numero di giorni:

a. 25 euro al giorno fino al settimo giorno;

b. 15 euro al giorno dall’ottavo giorno in poi.

La compagnia affitta le auto «a giorni», cioé non € pos-
sibile, per esempio, noleggiare 'auto per un giorno e
mezzo. Esprimi il costo complessivo del noleggio in
funzione del numero x di giorni. Qual ¢ il dominio
della funzione che resta cosi definita, in relazione al
problema?

@ Torneo. In un torneo sportivo ogni squadra in-
contra esattamente una volta ciascuna delle altre squa-
dre. Supponi che al torneo partecipino n squadre.
Esprimi il numero di partite giocate complessivamente
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in funzione di n. Qual € il dominio della funzione che
resta cosi definita, in relazione al problema?

flm = "

e I'insieme N dei numeri naturali

; il dominio della funzione

@ Indica con #n il numero dei lati di un poligono.
Esprimi in funzione di n il numero delle diagonali del
poligono. Qual ¢é il dominio della funzione che resta
cosi definita, in relazione al problema?

@ Un cerchio il cui raggio misura r € inscritto in un
quadrato.
a. Esprimi I'area del quadrato in funzione di r. Qual
¢ il dominio della funzione che resta cosi definita,
in relazione al problema geometrico?
b. Esprimi il perimetro del quadrato come funzione
di r. Qual ¢ il dominio della funzione che resta cosi
definita, in relazione al problema geometrico?

/5’—
N

@ Un rettangolo non degenere, la cui altezza mi-
sura x, € inscritto in un semicerchio il cui raggio mi-
sura 2.
a. Esprimi l'area del rettangolo in funzione di x.
Qual ¢ il dominio della funzione che resta cosi defi-
nita, in relazione al problema geometrico?
b. Esprimi il perimetro del rettangolo in funzione di
x. Qual ¢ il dominio della funzione che resta cosi
definita, in relazione al problema geometrico?

[a. A(x) = 2xV4 — x2;
b. P(x) = 4v4 — x2 + 2x; il dominio di entrambe
le funzioni e l'intervallo 0 < x < 2]

@D Un triangolo acutangolo non degenere ABC, iso-
scele sulla base AB, ¢ inscritto in una circonferenza di
raggio 1. Esprimi, in funzione della misura 2x della ba-
se, I'area del triangolo. Qual é il dominio della funzio-
ne che resta cosi definita, in relazione al problema
geometrico?  [A(x) = x(1+V1—x?),con0 < x < 1]

@D Un triangolo non degenere ABC, isoscele sulla
base AB, ¢ circoscritto a una semicirconferenza di rag-
gio 1. Esprimi, in funzione della misura x dell’altezza
relativa ad AB, il perimetro del triangolo. Qual ¢ il do-

minio della funzione che resta cosi definita, in relazio-
ne al problema geometrico?

2x% + 2x

p(x) = N

@ Un cilindro non degenere, il cui raggio di base
misura x, € inscritto in una sfera di raggio 1. Esprimi,
in funzione di x, il volume del cilindro e stabilisci qual
¢ il dominio della funzione che resta cosi definita, in
relazione al problema geometrico.

,conx > 1

@A Un cilindro non degenere, il cui raggio di base
misura x, € inscritto in un cono il cui raggio di base
misura r e la cui altezza misura h. Esprimi, in funzione
di x, il volume del cilindro e stabilisci qual ¢ il domi-
nio della funzione che resta cosi definita, in relazione
al problema geometrico.

V() = - )

il dominio ¢ l'intervallo

O<x<r

@& Ai quattro angoli di un quadrato di cartone il cui
lato misura x si ritagliano quattro quadrati il cui lato
misura 4. Il cartone restante viene ripiegato in modo
da formare una scatola, come indicato in figura. Espri-
mi in funzione di x il volume della scatola e stabilisci
qual e il dominio della funzione che resta cosi defini-
ta, in relazione al problema geometrico.
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2. Prime proprieta delle funzioni reali di variabile reale " [TEORIA a p. 73

M Il segno di una funzione

b=
o
N
(=
=
v
= Test
§ @D 11 grafico della funzione y = x3 — x appartiene alla parte di piano in colore di una sola delle seguenti figure;
A quale? . ) ) . ) . . )
Nz} ' A ' ' A . ' A . . 'y '
T Py Y Py 2
.E\
o
N
<
g_ _ o o - >
w -1 O 1 X -1 O 1 X =1 1 %] =11 O 1 X
1
<
o]
£
0 . L] L} L] " . . L]
|_ L] L] L} . L] Ll : :
a b C d
@& 11 grafico della funzione y = x* — x? appartiene alla parte di piano in colore di una sola delle seguenti figure;
quale?
I O S Y HEY S
1 y ) () )/ L} L] y ) [} .y ()
o [T x ) o) B o [Tox = o [T x
a b C d
@@ 11 grafico della funzione y = vx2 — 1 appartiene alla parte di piano in colore di una sola delle seguenti figure;
quale?
Y S Y S HEY S HEY S
" y " )/ ) " )/ ) L} y ()
Ao [T x Ao [T+ o [T x ol [T X
a b C d
@D 1l grafico della funzione y = rtll-1 appartiene alla parte di piano in colore di una sola delle seguenti figu-
V2x? 43
re; quale?
: A : A : A . A
: Y 1 Y H Y H y
2 o X 2 o X 2 o X 2 o X
a b c d
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2

@D 1l grafico della funzione y = T|—1X appartiene alla parte di piano in colore di una sola delle seguenti figure;

quale?
Y ] E A T .
(] y . [} )/ 1] ] )/ ] L] ] y 1] [}
] ) 7 X ] o] T I e o 1 [z ] e | | B P
a b C d

Studia il segno di ciascuna delle seguenti funzioni, dopo averne determinato il dominio, e indica la parte
del piano alla quale appartiene il suo grafico.

T y=x-x [D=R;y>0per—-1<x<0Vx>1y=0perx=0Vx==+1;y<Operx<-1v0<x<1]
@@ y=x+10x* — 11x [D=R;y>0per—11<x<0Vx>1l;y=0perx=-11Vvx=0Vvx=1;
y<Operx<—-11vO0<x<1]

2
@yzxzx—_l [D=R-{+1};y>0perx<—-1vx>1y=0perx=0;y <Oper—1<x<1]
x5+ x2 3 ) 3 o B .
@y—m {D_R_{_f’ 1},y>0per—7<x<—IVX>1,y_0perx_—1VX_O,
y<0perx<—%v—1<x<0v0<x<1}
T y=xx|-2x-1 [D=R;y>0perx>1+v2; y=0perx=—1vx=1+v2;y<0perx<1++v2Ax#—1]
@D y =2x* - 8% [D=R;y>0perxcR—{0, 4};y=0perx=0Vx=4;y <0 pernessunax € D]

@ y=vx2+2x—x-3 |D=(—oc,-2]U[0, +0); y>0perx<—%;y:Operx:—%;y<0per —%<x§—2\/x20}

T y=Vx>—x [D=R;y>0per—-1<x<0vx>1y=0perx=0vVx=+1;y<Operx<-1v0<x<1]

T y=v-x2+7x—6 [D=[1,6;y>0perl <x<6;y=0perx=1Vx=6;y<0pernessunx € D]
@y:s\i)_cx [D=10,5)U(5, +x);y>0per0<x<S5;y=0perx=0;y<0perx >3]
2

@yijzl [D=(—00,-2)U(—2,—1]U[1,+00); y>0per —2<x<—-1vx>1;y=0perx=+1;y <0 per x< —2]

D y \/__; 10-x [D=1[0,3)U(3,10];y >0per3 <x<10;y=0pernessunax € D; y <0 per0 < x < 3]

@y:m [D=R;y>0perx>1,y=0perx=1;y <Operx < 1]
Vi +1-2 [ { 1}

(193387 D=R—-<¢——4py>0perx<-3Vvx>3y=0perx==£3;

T Vi i Axi 1 2 V=P PP 1

y<0per—3<x<3Ax;«é—?}

(194) __ =1 D=R- 1 >0 er—1<x<i\/x>1- =0perx=+1;y<0 erx<—1\/l<x<1

y_|X|—|X—].| o 2 ly p 2 'y_ p - /y p 2
@y:\s/|x+1|—\/2x2—x—l [D:(—oc,—%}U[1,+oc);y>0per¥<x§—%\/l§x<¥;
3+V17 3-V17 34+V17
y:Operx:T;y<0perx< 2 Vx> 2
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B Funzioni pari e funzioni dispari

@ Dal grafico alle sue proprieta. Stabilisci se le funzioni aventi i seguenti grafici sono pari o dispari.
A

H A H A
H J H J J

\ |
\ |
| |
| - |
| o |
| |
\
\

= T —

\
O ; |
|

Stabilisci se le seguenti funzioni di cui ¢ data I’equazione sono pari o dispari.
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— 3% 2x
@ y=3 D y=-——
@ y=3x0 —2x* 5
Ty X
@ y=-22-3 T
Id y=3x*+4 P y=vVZ-—x+1+V2+x+1
1
@ y=Vx @D y = x| - 3%
am» y=x—|x D y = 3xx|
I y=v2-x2 €D y=|x—1/+}x+1
m Funzioni crescenti e funzioni decrescenti
€I In riferimento al grafico qui a fianco, stabilisci se le seguenti affermazioni A
sono vere o false. 7
a. la funzione é strettamente crescente nell’intervallo [-7, —4] [F] (57,6
1,5
b. la funzione € costante nell'intervallo [—4, —1] [F] \ S S
c. la funzione e strettamente crescente nell’intervallo [-1, 1] [F] \ /[
d. la funzione ¢ strettamente decrescente nell’intervallo [1, 7] [F] (=4, 2) (=1,12) :
e. la funzione e strettamente crescente nell’intervallo [-1, 7] [F] [0) >~
f. la funzione ¢ crescente in senso lato nell’intervallo [—4, 1] [F] (7=1)
g. la funzione é strettamente decrescente nell’intervallo [-7, —1] [F]

¢IPD ESERCIZIO SVOLTO

Dimostriamo che la funzione f(x) = —3x + 1 e strettamente decrescente in R.

Per ogni x1, xo € Rrisulta:
X1 <x2=-3x1>-3x=-3x1+1>-3x+1=f(x1) > f(x2)
Pertanto la funzione é strettamente decrescente.

@IP Dimostra che la funzione f(x) = —2x 4 1 ¢ stret- €I Dimostra che la funzione f(x) = 2y/x ¢ stretta-

tamente decrescente in R. mente crescente in R.

. . 1 N
1P Dimostra che la funzione f(x) = 3X 1 e stretta- €I Inventa tu. Traccia il grafico di una funzione,
mente crescente in R. avente come dominio l'intervallo [—4, 4], che sia stret-
€Il Dimostra che la funzione f(x) = 2x* + 1 & stretta- tamente crescente nell’intervallo [-4, 0] e strettamen-
mente crescente in R. te decrescente nell’intervallo [0, 4].

€IP Dimostra che la funzione f(x) = —3x> + 2 & stret-
tamente decrescente in R.

€XI» Dimostra che la funzione f(x) = 3y/x & stretta-
mente crescente nel suo dominio.

€1P Inventa tu. Traccia il grafico di una funzione,
avente come dominio l'intervallo [—6, 6], che sia de-
crescente, ma non in senso stretto, nel suo dominio.
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B Esercizi riassuntivi sulle proprieta delle funzioni da R a R

€ZI) In riferimento al grafico della funzione f qui a fianco, rispondi alle seguenti domande.

a. Quanto vale f(0)? E f(6)? i
b. f(—2) e positivo o negativo? =4 3,5
c. Qual e il dominio della funzione f? (-3,3) /\
d. Qual e 'immagine della funzione f? / / \
e. Quanti sono gli zeri della funzione f? / \o / \\5, )
f. Quante soluzioni ha l’equazione f(x) = —57? / (=5,0).\ 1,0) \ K
g. Quante soluzioni ha I'equazione f(x) = —1? / (0,=2 \\
h. In quali intervalli la funzione f € crescente in senso stretto? (=6,—4) \
i. In quali intervalli la funzione f ¢ decrescente in senso stretto? 6,-6)
j. La funzione f & pari? E dispari?
€X» In riferimento al grafico della funzione f qui a fianco, rispondi alle seguenti domande.
a. Quanto vale f(—2)? Ef(4)? A
b. f(—1) ¢ positivo o negativo? Lp) i
¢. Qual e il dominio della funzione f? A
d. Qual e 'immagine della funzione f?
e. Quali sono gli zeri della funzione f? \ / \
f. Quante soluzioni ha I’equazione f(x) = —5? ()] Q S v
g. Quante soluzioni ha ’equazione f(x) = 7? \ / \
h. In quale intervallo la funzione f ¢ crescente in senso stretto? \ \\
i. In quali intervalli la funzione f & decrescente in senso stretto? (=2,-4)
j. Lafunzione f & pari? E dispari? (5.=9)
€X» In riferimento al grafico della funzione f qui a fianco, rispondi alle seguenti domande.
a. Quanto vale f(1)? Ef(-1)? A
b. f(0) e positivo o negativo? wLp) U
c. Qual e il dominio della funzione f? A
d. Qual ¢ 'immagine della funzione f? N (=512)
e. Quali sono gli zeri della funzione f? 9 4L I
f. Quante soluzioni ha I’equazione f(x) = 2? 0 50 .
g. Quante soluzioni ha I'’equazione f(x) = —2? (1,0)\
h. In quale intervallo la funzione f € crescente in senso stretto? /
i. In quale intervallo la funzione f € decrescente in senso stretto? (~1,-5) \\
j- Cisono intervalli in cui la funzione f ¢ costante? E in cui f ¢ crescente in L)
senso lato? E in cui f & decrescente in senso lato? il I

€¥® Inventa tu. Traccia il grafico di una funzione, avente come dominio l'intervallo [-6, 6], che soddisfi le se-
guenti caratteristiche:

a. abbia due zeri;

b. la sua immagine sia 'intervallo [—4, 4];

c. sia strettamente decrescente in [—6, 0] e strettamente crescente in [0, 6].

€X2 Inventa tu. Traccia il grafico di una funzione, avente come dominio l'intervallo [—6, 6], che soddisfi le se-
guenti caratteristiche:

a. non abbia zeri;

b. la sua immagine sia 'intervallo [2, 5];

c. sia crescente, ma non in senso stretto, nel dominio.

€ZD Inventa tu. Traccia il grafico di una funzione, avente come dominio l'intervallo [—6, 6], che soddisfi le se-
guenti caratteristiche:

a. sia dispari;

b. la sua immagine sia I'intervallo [-5, 5];

c. sia decrescente, ma non in senso stretto, nel dominio.
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3. Funzioni iniettive, suriettive, biiettive 7 TEORIA ap.78

€*I» Vero o falso?

a. se una funzione é suriettiva, allora é biiettiva [F]
b. se una funzione ¢ biiettiva, allora ¢ suriettiva [F]
¢. se una funzione non ¢ iniettiva, allora non € biiettiva [F]
d. se ¢’¢ una retta orizzontale che non interseca il grafico della funzione y = f(x) in alcun punto, allora

la funzione non ¢ iniettiva [F]
e. una funzione y = f(x), pari e avente come dominio R, non puo essere biiettiva [F]

[3 affermazioni vere e 2 false]

€X%) Stabilisci se ciascuna delle funzioni da A a B rappresentate nei seguenti diagrammi a frecce € iniettiva, surietti-
va o biiettiva.

A B

€XD Sia A l'insieme dei punti appartenenti a una circonferenza e B I'insieme dei punti di un suo diametro; la fun-
zione f: A — B che associa a ogni punto della circonferenza la sua proiezione su tale diametro € iniettiva? E surietti-
va?

€¥D Sia A l'insieme delle circonferenze e B l'insieme dei punti del piano; la funzione f: A — B che associa a ogni
circonferenza il suo centro ¢ iniettiva? E suriettiva?

€ED Sia A l'insieme dei punti appartenenti a una semicirconferenza e B I'insieme dei punti del suo diametro; la
funzione f: A — B che associa a ogni punto della semicirconferenza la sua proiezione sul diametro ¢ iniettiva? E su-
riettiva?

€X Sia A l'insieme delle circonferenze aventi centro in un punto O (fissato) del piano e B l'insieme dei numeri
reali positivi; la funzione f: A — B che associa a ogni circonferenza la misura del suo raggio ¢ iniettiva? La funzione
f € suriettiva?

€XD Sia A ={-27, -8, —1,0, 1, 8, 27}; determina l'insieme B in modo che la funzione f: A — B definita da
f(x) = ¥/x risulti suriettiva.

€XP Dati gli insiemi A = {a, b} e B= {c, d, e}, non é possibile definire alcuna funzione suriettiva f: A — B. Chiari-
sci questa affermazione.

€ED Dati gli insiemi A = {a, b, ¢} e B = {d, ¢} non ¢ possibile definire alcuna funzione iniettiva f: A — B. Chiarisci
questa affermazione.

€XD Sia A = {a, b} e B = {c, d}. Definisci tutte le possibili funzioni suriettive da A a B.
[Si possono definire due funzioni suriettive]

€XD Sia A = {a, b, ¢} e B = {d, e}. Definisci tutte le possibili funzioni suriettive da A a B. Qualcuna di queste funzio-
ni ¢ anche biiettiva? [Si possono definire sei funzioni suriettive da A a B]
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M Esercizi riguardanti le funzioni reali di variabile reale S
=1
€X Dal grafico alle sue proprieta. Stabilisci, per ciascuna delle funzioni di cui é tracciato il grafico, se si tratta di :’,
una funzione iniettiva, suriettiva o biiettiva. ]
[ 7 f \ : c
y ; / 7 ' E
o
3
| =

|

/

0 _ . (©] -
X [e) X P ) X
_/
. . /
/ !

€ED Dal grafico alle sue proprieta. Stabilisci, per ciascuna delle funzioni di cui ¢ tracciato il grafico, se si tratta di
una funzione iniettiva, suriettiva o biiettiva.

/ b’ ' A /
/ J J

J

’d

€XD ESERCIZIO SVOLTO

Stabiliamo se le seguenti funzioni sono iniettive, suriettive o biiettive:
a.f(x)=x*+3x b.gkx) =x°
Osserviamo preliminarmente che le funzioni date sono definite per ogni x € R, quindi il loro dominio ¢ R. Inoltre,
come convenuto, in assenza di indicazioni diverse, si assume come codominio R.
a. La funzione f non ¢ iniettiva: per esempio, f(—3) = f(0) = 0.
La funzione f non ¢ suriettiva: per esempio, —4 non ha alcuna controimmagine perché I'equazione x? + 3x = —4
non ha alcuna soluzione reale ('equazione equivale a x> +3x +4 =0e A = —7 < 0).
Pertanto f non puo essere biiettiva.
b. La funzione g ¢ iniettiva; infatti:
) =8x2) = x{=x3=x=x
La funzione g & suriettiva; infatti, comunque scelto y € R, I’equazione x* = y ammette come soluzione x = vy,
dunque ogni elemento di R ha come controimmagine nella g la sua radice cubica.
Poiché g ¢ iniettiva e suriettiva, € anche biiettiva.

Stabilisci se ciascuna delle seguenti funzioni ¢ iniettiva, suriettiva o biiettiva.

@ () =201 @ ()= W 0=+
@D () =2-x @ () =50 @ () =V 11
> f(x) =2 - 2 @ f(x) = VX D f(x) = Vx+2

X

D f(x) = i1 (Suggerimento: per stabilire se é suriettiva, cerca se esistono controimmagini di 1;
1 X2
= &
x+1  x3+1
(Vedi il suggerimento dell’esercizio precedente)

per stabilire se é iniettiva, verifica che f(x1) = f(x2) & (%2 — x1)(x1x2 — 1) = 0 quindi...)
P

2
X y=——
XD f(x) = x|x|
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€I Vero o falso?
a. se g ¢ la funzione inversa di f, allora il dominio di f ¢ lo stessodi g

del primo e del terzo quadrante

b. se g € la funzione inversa di f, allora il grafico di g ¢ il simmetrico di quello di frispetto alla bisettrice

c. se il dominio di una funzione invertibile ¢ [0, +o0), 'immagine della sua inversa ¢ (—oo, 0]
d. se f € una funzione invertibile e f(3) = 4, allora, detta f~! la funzione inversa, risulta f~1(4) = 3
[2 affermazioni vere e 2 false]

4. Funzione inversa i [ TEORIA ap. 82

<]

<] <]
= [

V] [F]

€IP Dal grafico alle sue proprieta. Per ciascuna delle funzioni di cui ¢ tracciato il grafico, stabilisci se € invertibile.
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€I Dal grafico alle sue proprieta. Per ciascuna delle funzioni di cui € tracciato il grafico, stabilisci se € invertibile.

A A

J J

[
|
/

[
|
|
!

1
N~

€I Nella figura ¢ rappresentato (in rosso) il grafico di una funzione inverti-
bile y = f(x). Traccia il grafico della funzione inversa e completa:

€XI» Nella figura € rappresentato (in rosso) il grafico di una funzione inverti-
bile y = f(x). Traccia il grafico della funzione inversa e completa:
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€I3) ESERCIZIO GUIDATO

Verifica che la funzione f(x) = 2x + 1 € invertibile e determina l’espressione analitica dell’inversa.

e Der verificare che la funzione é invertibile, verifica che é iniettiva:

fx1)=f(x)=2x1+1=2x+1=2x =2x = X1 = X2

e Per determinare l'espressione analitica della funzione inversa, scambia anzitutto x con y nell’equazione

y =f(x), cio¢ in y = 2x + 1; ottieni I'equazione:
x=2y+1

Ora risolvi questa equazione rispetto a y:
X=24+1=2y= ... =Y =

Puoi concludere che:

Nei seguenti esercizi sono assegnate alcune funzioni. Verifica che sono invertibili e determina 1’espressione

analitica dell’inversa.

@ f(x) = 1- 3 =13
D f(x)=x* -1 [f 1) = Vx+1]
@D f(x) = V3T T [0 = 1)
@D f(x)=4x-2 W=l
@ flx) = 2 F (0 = 372
B ()= =52

1 2x +7
B fl)=—1s-3 =257

€I ESERCIZIO SVOLTO

Dopo aver verificato che la funzione f(x) = x? + 1, con x > 0, é invertibile, determiniamo l’espressione anali-

tica dell’inversa.

D f(x) = 2Xx+—11 +1 {f*l(x) - %fx}
I 1y 1|
D f(x) = Jx {f (x) = (x+2)3_
1 B 1
W ) = s 0 =g
D f(x) = xl—l {fﬁl(x):xiz+l,conx>07
VX1
®f(x)_\/?c+2 2
{f 1@)2(%) ,COH%§X<1

e Per verificare che la funzione ¢ invertibile, verifichiamo che ¢ iniettiva; per ogni x;, X, con x; > 0 e x; > O:

f(xl)zf(xz):>x%+1:x§+1:>x%=x§:>x1=ixz?x1=xz

e Scambiando x con y nell’equazione che definisce la funzione f, cioé y = x> + 1 con x > 0, otteniamo l'equazio-

ne che definisce la funzione inversa:

Non puo essere x; = —x, a causa
della condizione x; > 0ex; >0

X = y2 +1 con y>0 Attenzione a sostituire y al posto di x non solo nell'equazione y = x? + 1

ma anche nella condizione x > 0

e Risolviamo l’'equazione ottenuta rispetto a y, tenendo conto della condizione y > 0:

x:y2+1:>y2:x—1=>y=i\/m?>y:\/m

La soluzione con il meno & da scartare

e Concludiamo quindi che f~'(x) = vx — 1.

a causa della condizione y > 0
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Nei seguenti esercizi sono assegnate alcune funzioni.

analitica dell’inversa.

-2
conx >0

@ -2

ap f(x)=x*+2,conx <0

Verifica che sono invertibili e determina 1’espressione

{f I )_1+\/—1_:;1:conx>0}
[f1(x) =—vx2— 1, conx > 0]

€XP Verifica che le seguenti funzioni sono invertibili e che ciascuna coincide con la sua inversa:

1
P f(x) =———,conx>0
Fx) VX2 + 2x
e f(x)=vx2+1,conx<0
1 X
aV=5 bY=T55T

5. l'algebra delle funzioni e le funzioni composte

B L'algebra delle funzioni

=vV4—-x2,con0<x<2

| I'EORIA ap.84

Date le funzioni f e g, scrivi I’espressione analitica

delle funzionif +g,f -8, 8, g e determina il lo-

ro dominio.

ap fix)=2x—1 gx)=-2x+3
b f(x) = VX §(X) = V5 —x
ap fx)=x2-1 §x)=2x>+3x-5
@D f)=Va¥-1 g)=vx+l

m Composizione di due funzioni

-2 2x — 1
@D W=7 s0="—g
¢ZP Date le funzioni
Fo)=2x+3e(f +g)x) =4 5x,

determina l'espressione analitica della funzione g.

:_%e (f)() x+1

determina l’espressione analitica della funzione g.

€I Date le funzioni f(x)

I3 ESERCIZIO GUIDATO

Siaf(x) =x2+1eg(x)=2x+4.

Senza determinare l’espressione analiticadif o g e g o f, calcola:

a. (fog)(-1)  b.(gof)(3)
a. (fog)(-1) =f(g(-1)) =f(2) = ...
T 1
lgcn=20n+4=2|[r)=22+1="_
b. (g0 £)(3) =&(f(3)) = &(-nn) = e

€I Considera le funzioni f(x) = x> + x e g(x) = x + 1. Senza determinare I'espressione analitica di fog e gof,

calcola (f o 8)(~1) e (g o £)(3) [(Fog)(~1) =0, (gof)(3) = 13]
€ID Considera le due funzioni f(x) = v2x e g(x) = v/x2 + 2. Senza determinare l’espressmne analiticadi fog e
gof, calcola (f o g)(vV/6) e (g o )(8). [(fo8)(V6) =2, (§o[)(8) = V18]
€I Siano f(x) :% e g(x)=(x*+1)"". Senza determinare l'espressione analitica di fog e gof, calcola
(Fog)(-1)e(gof)(4). (Fo)(~1) = V2, (g0 f)(4) = ¢
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€TY) ESERCIZIO SVOLTO

e - 1 5
Consideriamo le due funzioni f(x) = e g(x)= 2 Determiniamo il dominio della funzione fog,
senza determinare la sua espressione analltlca.

Per determinare il dominio di (f o g)(x) = f(g(x)), osserviamo intanto che dovra essere x +# 2 affinché la funzione g
sia definita. Inoltre, la funzione f ¢ definita per x # —1, quindi g(x) dovra essere diverso da —1:

P 27é “1=5#-—x+2=x#-3

In conclusione, dovra essere x = 2 e x # —3, quindi il dominio di f o g sara R — {-3, 2}.

Considera le due funzioni f(x) = x-1 eg(x) = XL Determina il dominio della funzione f o g, senza de-

x+1 +3
terminare la sua espressione analitica. [R—{-5, -3}]
-1 2
€I Considera le funzioni f(x) = i? eg(x) = 13 Determina il dominio della funzione g o f, senza determi-
nare la sua espressione analitica. 1
R-—q-1, - >

-1
€I Considera le due funzioni f(x) = vVx2 —2x — 3 e g(x) = T Determina il dominio della funzione f o g sen-
za determinare la sua espressione analitica.

1 1
< <
27x<0v0<x7 2}

-1
€D Considera le due funzioni f(x) = Vx2 —2x — 3 eg(x) = T Determina il dominio della funzione g o f, sen-

za determinare la sua espressione analitica. [x<—-1vx>3]

€I ESERCIZIO GUIDATO

Considera le funzioni f(x) = x2 — 1 e g(x) = x> + 1. Determina l’espressione analiticadi f o g e di g o f e verifi-
cachefog#gof.

Risulta:

(Fo)®)=fExX) =@ +1)> 1=
o)X =FfxX) =@ -1 41 =

Eevidente chefog #gof.

Determina l’espressione analitica di f o g e di g o f, specificando il dominio di ciascuna funzione composta
(nelle risposte sono riportate solo le espressioni analitiche delle due funzioni).

@ fW=20+1  g00)=2x (F08)(0) = 4+ 1; (g 0 F) () = 4x + 2]
@D (1) =2 §0) =51 (F o8)(x) = 3%~ 2 of)(x)%x—l
B f=x-1 §00 =+ 4 (o300 =243 s )e) = =215
@D 0 = s =x-3 [ o)(0) = — 63+ 8 (g0 [)(x) = 2* ~ 4]
D fx) = g =x+1 (o £)(0 = (x+ 1% (g0 F)(0) =2+ 1
D rrex s [ o.£)(0) = i+ 22 (g0 )00 = x1 + 28 + 2]
®fW=(0-1"  gx)=x+1 (F o.£)(0 =% (5.0 F)(x) = 2 — 21+ 2]
€D f(x)=2x-1 g =vx—2 [(fog)(x) =2vx—2—-1;(gof)(x) = v2x — 3]
@ =2 £ = 2x (o)) = ZXZH €NW =11
@ =" =2 (o8 =5y o lx :é 0
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@f(x):{x_z e X2l oy —ox

—X se x<1
gx)—2 se gx)>1

(Suggerimentoz (fog)x) =f(8(x) = { —g(x)  se g(x)<1

(g0 f)(x) = g(F()) = 2f<x>)

1
2x—2 se XEE 2x—4 se x>1
rog - 2 gof = }
—2x se x<1
—2x se X< —
2
2x+2 se x>1
[ x+2 se x>1 - - =2 B 2x+4 se x>1
€Imﬂx)_{h se x<1 SW=2x {(fog)(x)f 1 (Sof)(x){4x w1
4x se x<§

Determina le espressioni analitiche di due funzioni f e g tali che f o g = z, essendo z la funzione assegnata (le
funzioni f e g non sono uniche).

€D z(x) = (3x - 2)* ‘ €D z(x) = x> — A
€ 2(x) = Vx> 1+ 4 €D z(x) = (1+x2)°

€D Esplorazione. E data la funzione definita da f(x) = 2x. Determina I’espressione analitica di:
a.fof  b.fofof  cfefofof

Formula una congettura sull’espressione analitica della funzione f ofo..ofo f , ottenuta componendo n — 1
volte la funzione f con se stessa. n volte

[(F o F)(X) = 4% (Fof o)) = 8% (Fof o f o )(x) = 16]

€fI> Considera le funzioni f(x) = x* e g(x) = y/]x|. Determina le espressioni analitiche di f o g e g o f e stabilisci se
fog=geof.

€D Considera le funzioni f(x) = |x| e g(x) = x* — x> + 2. Determina le espressioni analitiche di f o g e g o f e stabi-
liscisefog=gof.

M Esercizi riassuntivi su funzioni composte e funzioni inverse

. 2x—1
€ Data la funzione f(x) = —=

, determina (f o )(x) e stabilisci per quali valori di x risulta (f o f)(x) > 0.

3 4
x<fz\/x2§,conx7é72

€IP Date le funzioni f(x) = vVx2 + 4x — 5 e g(x) = x> — 1, determina il dominio della funzione f o g.
x<—V2vx>+V2]

€Il Data la funzione f(x) = Xi—xz, determina (f o f)(x) e stabilisci per quali valori di x risulta (f o f)(x) > 0.
[x<—-1Vvx>0,conx# —2]

€D Date le funzioni f(x) = 2x + 1 e g(x) = |x — 1], determina per quali valori di x risulta (f o g)(x) = (g o f)(x).

-]

€Il Date le funzioni f(x) = vVx + k e g(x) = x — 1, determina k in modo che il grafico della funzione g o f interse-
chi l'asse y nel punto di coordinate (0, 4). [k = 25]

€1l Date le funzioni f(x) = 3x*> — x e g(x) = 2x — a, determina a in modo che il grafico della funzione f o g incon-
tri 'asse y nel punto di coordinate (0, 4). 4
a=— 3 Va=1

€D Date le funzioni f(x) = 3x*> — x e g(x) = 2x — a, determina a in modo che il grafico della funzione g o f incon-
tri ’asse y nel punto di coordinate (0, 4). [a = —4]

Nuova Matematica a colori - Petrini © 2012 De Agostini Scuola SpA - Novara



€D Date le funzioni f(x) =

e §(x) = x+ k, determina k in modo che il grafico della funzione f o g incontri

x+1
I'asse y nel punto di coordinate (0, 2). [k = =3]
€2 Date le funzioni f(x) = i; T e 8(x) = x + k, determina k in modo che il grafico della funzione g o f incontri
I’asse y nel punto di coordinate (0, 2). [k = 3]

€D Determina almeno due coppie diverse di funzioni f e g tali che f o g = z, essendo z la funzione definita da
z(x) = (x%2 = 1)®°,

€» Considera la funzione f(x) =2x —1; determina fof, fofof. Determina per quali valori di x risulta

(Fof)(x) = (Fof of)). [(f of)(x) = 4x =3, (Fof o f)(x) = 8x — 7; x = 1]

€D Considera le funzioni f: N — Z e g : Z — N definite da f(x) = x e g(x) = |x|. Verifica che g o f € biiettiva ma
che f e g non sono biiettive.

€2 Giustifica perché la funzione f(x) = 2x + 3 € invertibile e determina 1’espressione analitica dell’inversa. Veri-

fica che (f o f1)(x) = (f 1 o f)(x) = x.

€D Giustifica perché la funzione f(x) = x> 4 1 ¢ invertibile e determina l’espressione analitica dell’'inversa. Verifi-

cache (fof 1) (x) = (f'of)(x) =x.

€2 Sono date le funzioni f(x) = x — 1, g(x) = x3. Giustifica perché sono invertibili e determina I'espressione ana-
litica di ciascuna delle seguenti funzioni: 1, g1, fog, (fog) . Verifica cherisulta (fog) ' =g 'of 1.

M Esercizi di riepilogo

€% Interpretazione di grafici. Per ciascuna delle relazioni rappresentate, individua il dominio e I'insieme imma-
gine. Stabilisci quindi se si tratta del grafico di una funzione e in caso atfermativo determina i suoi eventuali zeri e
stabilisci se si tratta di una funzione invertibile.
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€D Interpretazione di grafici. Considera la funzione il cui grafico € tracciato qui sotto e rispondi alle seguenti
domande.

a. Qual ¢ il dominio della funzione? i

b. Qual ¢ 'immagine della funzione?

c. f(2) é positivo o negativo?

d.Si tratta di una funzione strettamente crescente o strettamente pZ
decrescente nel suo dominio?

_—
&8}
~

e. Quanti zeri ammette la funzione?

f. Si tratta di una funzione invertibile? In caso affermativo, traccia il ]
grafico dell'inversa. (—4.—4)

Nuova Matematica a colori - Petrini © 2012 De Agostini Scuola SpA - Novara

Cc
=3
=
0
N
1
—
c
=
N,
o
=

109



€D Considera la funzione y = — %x +3.

a. Classifica la funzione e determina il suo dominio.

b. Stabilisci se si tratta di una funzione pari o dispari.

c. Studia il segno della funzione e rappresenta nel piano cartesiano le regioni alle quali appartiene il suo grafico.
Specifica quali sono gli eventuali zeri della funzione.

d. Traccia, per punti, il grafico della funzione.

e. Determina I'immagine della funzione.

f. Verifica che si tratta di una funzione invertibile e determina l’espressione analitica dell'inversa.

[a. D = R; b. né pari né dispari; c.y >0Operx < 6,y =0perx=6,y <Operx >6;e.] =R; f.y =6 — 2x]

€ED Considera la funzione y = — xiz

a. Classifica la funzione e determina il suo dominio.

b. Stabilisci se si tratta di una funzione pari o dispari.

c. Studia il segno della funzione e rappresenta nel piano cartesiano le regioni alle quali appartiene il suo grafico.
Specifica quali sono gli eventuali zeri della funzione.

d. Traccia, per punti, il grafico della funzione.

e. Determina I'immagine della funzione.

f. Giustifica perché la funzione data non € invertibile.

g. Verifica che la restrizione della funzione all’intervallo (0, +o0) € invertibile e determina 1l’espressione
analitica dell'inversa.
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a.D =R — {0}; b. pari; c. y > O per nessun valoredi x, y < O perognix € D; e.] = (—00,0); 8.y = 1/77}

€EPD Considera la funzione y = — %

a. Classifica la funzione e determina il suo dominio.
b. Stabilisci se si tratta di una funzione pari o dispari.
c. Studia il segno della funzione e rappresenta nel piano cartesiano le regioni alle quali appartiene il suo grafico.
Specifica quali sono gli eventuali zeri della funzione.
d. Traccia, per punti, il grafico della funzione.
e. Determina l'immagine della funzione.
f. Verifica che si tratta di una funzione invertibile e determina l’espressione analitica dell’inversa.
[a. D = R — {0}; b. dispari; c. y > O per x < 0, y = O per nessun valore di x, y < O per x > 0;
e.I =R — {0}; f. I'inversa coincide con la funzione stessa]

1
€ Considera la funzione y = — ?Xz + 1.

a. Classifica la funzione e determina il suo dominio.
b. Stabilisci se si tratta di una funzione pari o dispari.
c. Studia il segno della funzione e rappresenta nel piano cartesiano le regioni alle quali appartiene il suo grafico.
Specifica quali sono gli eventuali zeri della funzione.
d. Traccia, per punti, il grafico della funzione.
e. Determina I'immagine della funzione.
f. Giustifica perché la funzione data non ¢ invertibile.
g. Verifica che la restrizione della funzione all’intervallo (—oo,0) ¢ invertibile e determina 1’espressione
analitica dell'inversa.
[a.D=R;b.pari;c.y >0per —vV2 <x<V2,y=0perx=+v2,y <0perx < —vV2Vx>+2;
e.l= (-0, 1];8y=—-V2-2x]

€D Considera la funzione y = (x — 2)*(x2 + 3x)>.

a. Classificala e determina il suo dominio.
b. Determina f(—1).
c. Studia il segno della funzione e rappresenta nel piano cartesiano le regioni alle quali appartiene il suo grafico.
Specifica quali sono gli eventuali zeri della funzione.
d. Giustifica perché la funzione data non é invertibile.

[@aD=R;b.-72;c.y>0perx < -3Vvx>0,conx#2;y=0perx=-3Vx=0Vx=2;

y < 0per—-3<x<0]
110
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x+2

X—6"

a. Classificala e determina il suo dominio.
b. Determina f(—4) e f(%)

c. Studia il segno della funzione e rappresenta nel piano cartesiano le regioni alle quali appartiene il suo grafico.
Specifica quali sono gli eventuali zeri della funzione.
d. Giustifica perché la funzione data e invertibile e scrivi l'espressione analitica della funzione inversa.

a.D=R-(6}b.f(-4) =5, f(5) =~

€E0 Considera la funzione y =

cy>0perx<—-2Vvx>6,y=0perx=-2,y<0Oper-2<x<6;d.y= P

€ED Considera la funzione y = vx2 — 1 — 2x.
a. Classificala e determina il suo dominio.
b. Determina la controimmagine di 2.
c. Studia il segno della funzione e rappresenta nel piano cartesiano le regioni alle quali appartiene il suo grafico.
Specifica quali sono gli eventuali zeri della funzione.
d. Senza determinare 'espressione analitica di f o f, determina il suo dominio.
[a.D = (—o0, —1]U[1, +x); b. x = —1;
c.y>0perx < —1,y=0pernessun valoredi x; y < Operx > 1; d. (—oo, —1] U [1, +00)]

x+2
V2Xx—1—-yx
a. Classificala e determina il suo dominio.
b. Determina f(2).
c. Studia il segno della funzione e rappresenta nel piano cartesiano le regioni alle quali appartiene il suo grafico.
Specifica quali sono gli eventuali zeri della funzione. X42
d. Stabilisci se la funzione data é uguale alla funzione y = -1 (\/ 2x — 1+ \/Z)

€E» Considera la funzione y =

{a. D= {% 1> U (1,4+00); b. f(2) = 4V3 + 4V/2;
c.y>0sex>1,y=0pernessun valoredix, y < Ose%gx <1
x+2]-1
Z+1-x
a. Classificala e determina il suo dominio.
b. Determina f(—2v/2).
c. Studia il segno della funzione e rappresenta nel piano cartesiano le regioni alle quali appartiene il suo grafico.
Specifica quali sono gli eventuali zeri della funzione.
d. Giustifica perché la funzione data non é invertibile. [a.D=R;b.12V2 - 17;
c.y>0perx<-3Vvx>-1,y=0perx=-3vx=-1,y<O0per -3 <x< —1]

€ Considera la funzione y =

€XD Data la funzione f(x) = mx + g, determina m e ¢q in modo che risulti £(0) = 3 e f(—2) = 0. Considera la fun-
zione ottenuta in corrispondenza dei valori di m e g trovati. Giustifica perché € invertibile e determina 'espressio-
ne analitica della funzione inversa. {m B % =3 = % Y_2

€ED Data la funzione f(x) = i + a, determina a e b in modo che risulti f(—2) = O e f(0) = 2. Considera la funzio-

+b
ne ottenuta in corrispondenza dei valori di a e b trovati. Giustifica perché ¢ invertibile e determina 'espressione
analitica della funzione inversa.
x—2
{a:Z, b= 1;y:7}

1—x

€ZD> Data la funzione f(x) = m, determina 4 e k in modo che il suo dominio sia R — {-3}. [k =6, h = 9]

€D Data la funzione f(x) = M, determina a e b in modo che il suo dominio sia R — {-3} e inoltre risulti
x+b

f(0) =6. [a=18,b=3]
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€Z® Data la funzione f(x) = vx2 — ax + 10, determi-

na per quali valori di a:

a. il suo dominio é R;

b. il grafico della funzione ha un unico punto di in-
tersezione con l'asse x;

c. uno dei due punti di intersezione del grafico del-
la funzione con I’asse x ha coordinate (2, 0).

[a. —2v/10 < a < 2v10; b.a = £2/10; c.a = 7]

€D Siano date le due funzioni:
1
f)=2x-1 e gx :?x—i—k
Determina:
a. per quale valore di k il grafico della funzione f o g
interseca l’asse x nel punto di coordinate (2, 0);
b. per quale valore di k il grafico della funzione g o f
interseca l’asse y nel punto di coordinate (0, 2).
5

1
ke ——b k==
a 2 2

€% Considera le funzioni:

1
) =5

e gx)=x*+b

€ZD Data la funzione f(x) = %x + k, verifica che ¢ in-

vertibile per ogni k € R. Determina per quale valore di
k il grafico della funzione inversa di f interseca 1’asse y
nel punto di coordinate (0, 4). [k = =2]

€D Dopo aver determinato il dominio della funzione
definita da f(x) = /x + 1, giustifica perché ¢ invertibi-
le e determina l'espressione analitica della funzione
inversa. Traccia, per punti, il grafico della funzione fe
quello della sua inversa. [f !(x) = (x —1)?, con x > 1]

€I Date le funzioni f(x) = x — 1, g(x) = x3:

a. determinafogegof;

b. giustifica perché sono invertibili e determina l’e-
spressione analiticadif~!edig™};

c. verifica che risulta (fog) ' =g 'of L.

a. Determina a e b in modo che f(-3) = % eg(2) =f(-12).

Considerate le funzioni f e g corrispondenti ai valori di a e b trovati, rispondi ai seguenti ulteriori quesiti.

b. Determina l’espressione analiticadifogedigof.

c. Determina il dominiodigofedif og.

d. Individua quale delle due funzioni f e g ¢ invertibile (giustificando la risposta) e scrivi I’espressione analitica

dell’inversa.

a.a=11,b=-5;b.f(g(x)) =

€I Considera la funzione:
2x+a
F =3

1 1
y 8([ (X)) = 7*S;C.R,R* 711,
e W = {-11)
d. ¢ invertibile la funzione f e I'inversa & f ! (x) = % —-11
%

a. Determina a e b in modo che il dominio della funzione sia R — {2} e f(—4) = 0.

In corrispondenza dei valori di a e b trovati, rispondi ai seguenti ulteriori quesiti.

b. Studia il segno della funzione.

c. Determina per quali valori di x risulta f(x — 1) > f(x) + 1.
d. Verifica che la funzione f ¢ invertibile e determina I’espressione analitica dell’inversa.

a.a=8b=—-6;b.f(x) >0perx<—-4Vvx>2f(x)=0perx=—4,f(x) <Oper -4 <x<2;

€D Considera la funzione:
kx> —4
)= 3x2 +2x -5

a. Determina k in modo che uno dei suoi punti di intersezione con 1’asse x abbia ascissa —.

. S —v17

2(3x +4)
3x—2

<x<2Vv3<x<

S+VI7 4
2 2 T

2

In corrispondenza del valore di k trovato, rispondi ai seguenti ulteriori quesiti.

b. Determina il dominio della funzione f.

c. Determina per quali valori di x la funzione € positiva e per quali si annulla.

d. Stabilisci se la funzione f ¢ invertibile.

e. Considerata la funzione g(x) = v/x, determina il dominio delle due funzionifogegof.

a.k:16;b.Rf{f%,l};c.f(x) > 0 per x < f,i\/

. R . 5
d. non ¢ invertibile; e. f o g € definita perx > 0 Ax # 1, g o f € definita per x < — 3 vV —

1 1 1
3 —y X< Vx> 1,f(x)f0perx7i§,
1

<—V 1
7)(72 X >

(ST
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